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SETTLEMENT OF RIGID CIRCULAR CYLINDERS LYING ON A BED OF SAND 

TASSEMENT DE CYLINDRES CIRCULATES ET RIGIDES, POSES DANS UN LIT 

DE SABLE

Thomas Dietrich Ulvi Arslan

Institut fur Geotechnik, TH Darmstadt, Germany

S Y N O P S IS :  T h e  a r e a  o f  c o n t a c t  b e t w e e n  a  r ig id  c ir c u la r  c y lin d e r  w it h  h o r iz o n t a l a x is  a n d  a  b e d  o f  s a n d  o n  w h ic h  t h e  c y lin d e r  is  ly in g , d e p e n d s  o n  

t h e  lo a d  o f  t h e  c y lin d e r .  I t  is  r e la t e d  t o  t h e  s e t t le m e n t  o f  t h e  c y lin d e r .  T h e  s e t t le m e n t  o f  s u c h  c y lin d e r s  u n d e r  p r o p o r t io n a lly  in c r e a s in g  lo a d  is  

s t u d ie d  t h e o r e t ic a lly  a n d  e x p e r im e n t a lly .  T h e  s a n d  is  c o n s id e r e d  t o  c o n s is t  o f  c o n v e x  ir r e g u la r  r ig id  g r a in s  o f  lim it e d  s t r e n g t h  a n d  is  r e p r e s e n t e d  a s  

r ig id - p la s t ic  s t r a in - h a r d e n in g  m a t e r ia l ( e x t e n d e d  p s a m m ic  m a t e r ia l) .  C o n s id e r a t io n s  o f  t o p o lo g y  a n d  o f  fu n c t io n a l a n a ly s is ,  a s  w e ll a s  a lg e b r a ic  a n d  

g e o m e t r ic a l r e a s o n in g  le a d s  t o  p o w e r  fu n c t io n s  r e la t in g  t h e  m o n o t o n ic a lly  in c r e a s in g  lo a d  a n d  t h e  s e t t le m e n t  o f  ve r y  lo n g  a n d  o f  v e r y  s h o r t  c y lin d e r s . 

T h e  e x p o n e n t s  o f  t h e  p o w e r  fu n c t io n s  a r e  r a t io n a l fu n c t io n s  o f  t h e  m in im a l  e x p o n e n t  o f  h a r d e n in g  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l.  T h e  t h e o r y  is  c h e c k e d  u p o n  

b y  s m a ll s c a le  m o d e l te s ts . P o s s ib le  a p p lic a t io n s  a r e  d is c u s s e d .

XIII ICSMFE, 1994, New Delhi, India / XIII CIMSTF, 1994. New Delhi, Inde

IN T R O D U C T IO N

S m a ll d is t o r t io n s  in  g r a n u la r  s o ils  m a y  b e  d e c o m p o s e d  u n iq u e ly  in t o  a  s u m  

o f  c o n t r ib u t io n s  d u e  to  s e v e r a l m ic r o m e c h a n is m s .  P .W .  R o w e  (1 9 6 2 )  p o in t ­

e d  o u t  t h r e e  o f  t h e m :  e la s t ic  d e fo r m a t io n  o f  g r a in s ,  in t e r p a r t ic le  s lip  a n d  

c r u s h in g . E ls e w h e r e  th e  a u th o r s  (D ie t r ic h  a n d  A r s la n ,  1 9 8 S ) h a v e  s h o w n  

t h a t  t h e  la t t e r  m e c h a n is m  m a y  b e  s u b d iv id e d  in t o  c o n t r ib u t io n s  d u e  t o  a b r a s ­

io n  a n d  fr a g m e n t a t io n .  C o n s id e r  a  s e q u e n c e  o f  s im ila r  s t r u c t u r e s  fo u n d e d  in  

o r  o n  d r y  s a n d , s u b je c t  to  s im ila r  lo a d in g  p r o c e s s e s  a n d  o r d e r e d  a c c o r d in g  to  

s c a le . T h e  a v e r a g e  fo u n d a t io n  s tr e s s e s  a n d  s u b s o il s t r e s s e s  p e r t a in in g  to  

the s e  s t r u c tu r e s  v a r y  a s  t h e  s c a le . A s  th e  s c a le  de c r e a s e s  th e  r a t io s  a m o n g  

t h e  c o n t r ib u t io n  o f  th e  v a r io u s  m ic r o m e c h a n is m s  t o  t h e  d is p la c e m e n t  o f  th e  

s t r u c tu r e  c h a n g e . F ir s t ,  t h e  c o n t r ib u t io n  d u e  to  e la s t ic  d e fo r m a t io n  o f  g r a in s  

b e c o m e s  n e g lig ib le .  N e x t ,  th is  h a p p e n s  to  th e  c o n t r ib u t io n  d u e  to  fr a g ­

m e n t a t io n  a n d  t h e n  to  th e  c o n t r ib u t io n  d u e  t o  a b r a s io n . S o  f in a lly  th e  d is ­

p la c e m e n t  o f  a  s t r u c tu r e  s u ff ic ie n t ly  s m a ll is  b r o u g h t  a b o u t  b y  in t e r p a r t ic le  

s lip  o n ly .  T h e  s a n d  t h e n  b e h a v e s  as  i f  c o m p o s e d  o f  r ig id  u n b r e a k a b le  g r a in s  

(D ie t r ic h / A r s la n ,  1 9 8 S ). In  te r m s  o f  c o n t in u u m  m e c h a n ic s  th is  b e h a v io r  is  

m o d e le d  b y  a  r ig id  p la s t ic  s t r a in h a r d e n in g  m a t e r ia l c a lle d  "p s a m m ic  m a ­

t e r ia l" (D ie t r ic h ,  1 9 7 7 ).  It  po s s e s s e s  a n  in t e r n a l c o n s t r a in t  (d u e  to  t h e  r ig i ­

d it y  o f  g r a in s )  a n d  a ll it s  s t r e s s e s  a r e  e x t r a  s tr e s s e s  u n d e t e r m in e d  b y  d e ­

fo r m a t io n .  T h e  la t t e r  d e t e r m in e s  o n ly  t h e  r a t io s  o f  s t r e s s e s  (m o r e  p r e c is e ly  

t h e  d ir e c t io n  o f  t h e  s t re s s  t e n s o r  in  t e n s o r  s p a c e )  o r  -  in  t r a d it io n a l s o il 

m e c h a n ic s  t e r m in o lo g y  -  th e  d e g r e e  o f  m o b iliz a t io n  o f  in t e r n a l f r ic t io n . T h e  

r a te  o f  h a r d e n in g  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l w it h  r e s p e c t  to  le n g t h  o f  s t r a in  p a t h  

e x h ib it s  a n  in c r e a s e  b e y o n d  lim it  w h e n e v e r  th e  s t r a in  p a t h  b e n d s  s h a r p ly  i.e . 

w h e n e v e r  it s  r a d iu s  o f  c u r v a t u r e  v a n is h e s ,  s o  e .g . w h e n  a  s a m p le  in  th e  tri-  

a x ia l a p p a r a t u s  c h a n g e s  f r o m  c o m p r e s s io n  to  e x t e n s io n  o r  v ic e  v e r s a . T h is  

b e h a v io r  o f  th e  h a r d e n in g  fu n c t io n  is  a p p r o x im a t e d  im m e d ia t e ly  a fte r  the  

b e n d  b y  a  p o w e r  la w  o f  h a r d e n in g  (D ie t r ic h ,  1 9 8 2 ) e x h ib it in g  in c r e a s e  

b e y o n d  l im it  a t  th e  b e n d . T h e  e x p o n e n t  o f  th e  p o w e r  la w  is  t h e  s m a lle r  the  

la r g e r  is  t h e  a n g le  b y  w h ic h  th e  d ir e c t io n  o f  th e  s t r a in  p a t h  c h a n g e s . T h e  

p o w e r  la w  d e g e n e r a te s  to  a  lin e a r  la w  w h e n  t h e  s t r a in  p a t h  is  c o n t in u e d  

s m o o t h ly ,  i.e . the  h a r d e n in g  fu n c t io n  is  d iffe r e n t ia b le  a t  th e  p o in t  o f  the  

s t r a in  p a t h  c o n s id e r e d . T h e  m in im a l e x p o n e n t  o f  h a r d e n in g  v  p r o v e s  t o  b e  

a n  im p o r t a n t  s o il p r o p e r t y  d e p e n d in g  o n  g r a n u lo m e t r y  b u t  n o t  o n  th e  c o n f i ­

g u r a t io n  o f  g r a in s  a n d  e s p e c ia lly  n o t  o n  r e la t iv e  d e n s it y . I f  p s a m m ic  m a t e ­

r ia l is  e x t e n d e d  to  c o v e r  lim it e d  s t r e n g th  o f  g r a in s ,  t h e  a fo r e m e n t io n e d  

b e h a v io r  is  m o d if ie d  b y  a  fa c t o r  o n ly ,  d e p e n d in g  o n  th e  a v e r a g e  in t e n s it y  o f

s t r e s s  (i.e .  o n  t h e  s c a le  o f  d ie  r e s p e c t iv e  s t r uc tu r e ) . T h e  e x t e n d e d  m a t e r ia l 

s t ill de s e r ve s  t h e  n a m e  "r ig id - p la s t ic  s t r a in h a r d e n in g " b e c a u s e  th e r e  is  n o  

s to r a g e  o f  e la s t ic  e n e r g y  (D ie t r ic h / A r s la n ,  1 9 8 5 ).  ( I f  th e  in f lu e n c e  o f  e la s t ic  

d e fo r m a t io n  o f  g r a in s  w e r e  to  b e  c o v e r e d  a ls o , a n  a d d it io n a l s u m m a n d  h a d  to  

b e  a d d e d  t o  t h e  d is p la c e m e n t  d u e  to  in t e r p a r t ic le  s lip ,  f r a g m e n t a t io n  a n d  a b ­

r a s io n .)

T h e  b e h a v io r  o f  c e r t a in  c la s s e s  o f  s t r uc tur e s  in  o r  o n  h o m o g e n e o u s ly  s e di-  

m e n t e d  p s a m m ic  h a lfs p a c e  u n d e r  p r o p o r t io n a l lo a d in g  tu r n s  o u t  t o  b e  

g o v e r n e d  b y  p o w e r  la w s  t h e  e x p o n e n ts  o f  w h ic h  a re  r a t io n a l fu n c t io n s  o f  v . 

T w o  s u c h  c la s s e s  a r e  r e p r e s e n te d  b y  lo n g  a n d  s h o r t  r ig id  c y lin d e r s  o n  t o p  o f  

p s a m m ic  h a lfs p a c e .  T h e y  a r e  a n a ly z e d  b e lo w .

A s  e x p la in e d  b e fo r e  p s a m m ic  b e h a v io r  is t  t h e  m o r e  p r e v a le n t  th e  lo w e r  is  

th e  in t e n s it y  o f  s t r e s s e s . T h e  la t t e r  is  lo w  in  s m a ll s c a le  m o d e ls .  T h e r e fo r e  

s m a ll s c a le  m o d e ls  o n  s a n d  m a y  m o d e l c y lin d e r s  o n  t o p  o f  p s a m m ic  

h a lfs p a c e .  A  s e r ie s  o f  s u c h  te s ts  is  r e p o r t e d  in  th e  s e q u e l. T h e  p u r p o s e  o f  

th e  te s ts  is  n o t  to  o b t a in  d e s ig n  d a t a  b u t  t o  g a in  in s ig h t  in  t h e  m e c h a n ic s  o f  

th e  s y s t e m s  c o n s id e r e d , a n d  to  te s t  th e  s o u n d n e s s  o f  t h e  u n d e r ly in g  c o n s i ­

d e r a t io n s . T h e  in s ig h t  m a y  b e  p a r t ia l o n ly  b u t  it  is  b a s e d  o n  m e c h a n ic a l 

p r in c ip le s .

T H E O R Y

C o n s id e r  a  w e ig h t le s s  r ig id  c y lin d e r  r e s t in g  o n  a  h o r iz o n t a l b e d  o f  s a n d  a n d  

lo a d e d  b y  a  v e r t ic a l lo a d  F  (s e e  F ig .  1). T h e  s a n d 's  g r a n u lo m e t r y ,  r e p r e ­

s e n te d  b y  a  s e t  o f  n u m b e r s ,  is  in d ic a t e d  b y  "G", it s  in it ia l c o n fig u r a t io n ,  a ls o  

a  s e t  o f  n u m b e r s ,  b y  ”K " a n d  its  in it ia l b u lk  d e n s it y  b y  "7". T h e  s a n d 's  c o n ­

s t it u t io n  is  c o n s id e r e d  t o  b e  t h a t  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l c o r r e s p o n d in g  to  a n  a s ­

s e m b ly  o f  r o t u n d  r ig id  u n b r e a k a b le  g r a in s .

F  is  t h e  a c t u a l v a lu e  o f  a  lo a d  p r o c e s s  as  it  p r o c e e d s  in  t im e  o r  - b e c a u s e  the  

s y s te m  is  c o n s id e r e d  r a te - in d e p e n d a n t  -  as  t h e  le n g t h  o f  t h e  lo a d  p a t h  d e ­

v e lo p s .
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F ig .  1 . R ig id  c y lin d e r  in d e n t in g  a  p s a m m ic  h a lf- s p a c e  u n d e r  a  to ta l 

v e r t ic a l lo a d  F

F o r  m o d e r a t e  lo a d s ,  t h e  in d e n t in g  p o r t io n  o f  t h e  c ir c u la r  c r o s s  s e c t io n  o f  the  

c y lin d e r  o f  r a d iu s  R  m a y  b e  r e p la c e d  b y  a  p a r a b o la  s u c h  t h a t  (s e e  F ig .  1 )  the  

s e t t le m e n t  w0 o f  th e  lo w e r m o s t  p o in t  o f  a  c r o s s  s e c t io n  o f  th e  c y lin d e r

1

wQ = — a2 

8  R

w h e r e  a  is  th e  w id t h  o f  th e  in d e n t in g  p o r t io n . O b v io u s ly  

w0
- - - -  - »

R

w « a  « R

( 1)

(2 )

S u p p o s in g  d is p la c e m e n t s  t o  b e  s m a ll c o m p a r e d  t o  a  a n d  d is t o r t io n s  o f  the  

s o il s m a ll c o m p a r e d  to  u n it y ,  w e  in t r o d u c e  t w o  d iffe r e n t  q u a lit ie s  o f  le n g t h  

( q u a lit y  is  e q u iv a le n t  b u t  n o t  e q u a l t o  p h y s ic a l d im e n s io n .  W e  c o n s id e r  

e q u a t io n s  b e t w e e n  p h y s ic a l q u a n t it ie s  (a s  o n e  d o e s  in t u it iv e ly ) ,  n o t  b e t w e e n  

m e a s u r in g  n u m b e r s .  Q u a lit y  is  a  p r o p e r t y  o f  p h y s ic a l q u a n t it ie s  w h e r e a s  

p h y s ic a l d im e n s io n  is  a  p r o p e r t y  o f  a  t r a n s fo r m a t io n  o f  m e a s u r in g  n u m b e r s .  

S e e  e .g . GOr t le r , 1 9 7 5 ):  U  fo r  d is p la c e m e n t s  s u c h  a s  wg a n d  L  fo r  the  

d im e n s io n s  o f  t h e  s y s t e m  c o n s id e r e d  s u c h  as  a. W e  th us  o b t a in  f r o m  (1 )

q u l(w 0)  =  U  A  q u i (a )  =  L  = >  q u i (R) = q u i (cP/w ^ = L2 U ' 1 (3 )

D u e  t o  th e  lo c a l la w  o f  p a r a b o lic  h a r d e n in g  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l th e  b u lk  

d e n s it y  o f  the  h o m o g e n o u s ly  s e d im e n t e d  p s a m m ic  h a lf- s p a c e  h a s  t h e  q u a lit y

q u i (y ) =  K L V' 3 U- ' (4 )

as  lo n g  as  d is t o r t io n s  a r e  s m a ll.  H e r e  K  is  d ie  q u a lit y  o f  fo r c e  a n d  v  is  the  

m in im a l e x p o n e n t  o f  h a r d e n in g  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l.  N o t  a ll o f  th e  d is t o r t ­

io n s  p r o d u c e d  b y  lo a d in g  t h e  c y lin d r ic a l s t r u c tu r e  a r e  s m a ll.  H ie r e  a r e  e v e n  

a lw a y s  s o m e  a t  e v e r y  s ta ge  o f  t h e  lo a d in g  p r o c e s s , w h ic h  a r e  la r g e  b e y o n d  

lim it .  B u t  c o n s id e r a t io n s  o f  t o p o lo g y  a n d  o f  fu n c t io n a l a n a ly s is  in d ic a t e ,  

t h a t  t h e  d is t o r t io n s  in  th o s e  r e g io n s  o f  t h e  h a lfs p a c e ,  t h a t  g o v e r n  d ie  d is ­

p la c e m e n t  o f  th e  c y lin d e r ,  a r e  s m a ll a s  lo n g  a s  t h e  d is p la c e m e n t s  o f  th e  c y ­

lin d e r  a r e  s m a ll c o m p a r e d  to  it s  g o v e r n in g  d im e n s io n s  (D ie t r ic h ,  1 9 8 2 ).

R e p la c in g  th e  lo a d  F  b y  th e  lo a d  P  per u n it  o f  le n g t h  I o f  th e  c y lin d e r

P  : = F/ l (5 )

w e  w r it e  d o w n  t h e  fo llo w in g  s y m b o lic  e x p r e s s io n  fo r  t h e  s e t t le m e n t  w  o f  a  

p o in t  r  o f  th e  s a n d b e d  u n d e r  th e  lo a d e d  c y lin d e r

w =  f  (r, P , P . R , l, y , G, K) ( 6 )

w h e r e  P  is  t h e  lo a d in g  p r o c e s s  u p  to  t h e  p r e s e n t  a n d  P, := P( 1 ), is  t h e  p r e s e n t  

lo a d  s u c h  th a t

P : =  { ( X , n X ) / A D )  I C K X s l } (7 )

F o r  m o n o t o n ic  lo a d in g  P  is  t h e  id e n t it y  fu n c t io n  o n  t h e  in t e r v a l [ 1; 0  ] . F o r  

c y c lic  lo a d in g  P  m a y  b e  r e p la c e d  -  in  c a s e  w e  a r e  c o n t e n t  w it h  th e  s ta te s  o f  

t h e  s y s t e m  a t  e q u a l p h a s e s  o f  c y c le s  -  b y  t h e  n u m b e r  o f  c y c le s .

T o  b r in g  o u t  th e  s y m m e t r ie s  o f  t h e  s y s t e m  th e  lo a d  P  is  r e p la c e d  b y  the  

le n g t h lik e  q u a n t it y  Ip, w h e r e

/  P  n 2+ v

a n d

q u i (Ip) =  L  

T h u s  w e  p r o c e e d  f r o m  E q  ( 6 )  to

w = g  ( r ,  Ip, P, R , l, y, G ,  J 0

( 8 )

(9 )

(10)

lp  is  u n iq u e ly  d e t e r m in e d  b y  (3 ) , (4 ) ,  (9 ) ,  th e  lis t  o f  a r g u m e n t s  o f  (1 0 )  a n d  

t h e  r e q u ir e m e n t  t o  c o n t a in  P. T h e  q u a lit ie s  o f  t h e  8 a r g u m e n t s  o f  (1 0 )  a r e  

m a d e  u p  o f  t h e  th r e e  b a s ic  q u a lit ie s  K ,  L ,  U .  T h e r e fo r e  (1 0 )  m a y  b e  r e ­

p la c e d ,  m a k in g  u s e  o f  t h e  7t  - T h e o r e m  b y  a  fu n c t io n  o f  8  -  3 ,  =  5 ,  n u m b e r ­

l ik e  a r g u m e n t s  a s  fo llo w s  

2

w  /  P  ' ? + v /  r  I s

n  =  V .- 15- )  ' n —  <~ r <P <G <K )  ( “ )
Ky R 2 '  ' l P lP

T h e  g e n e r a l c a s e , s y m b o liz e d  b y  (1 1 ) ,  a llo w s  o f  2  s e lfs im ila r  a s y m p t o t ic  

d e g e n e r a t io n s ;  t h e  lo n g  c y lin d e r  (l/ lp  - » <*>) a n d  th e  s h o r t  c y lin d e r  (l/ lp 

- * 0 ) .  In  th e  f ir s t  c a s e  th e  d é p e n d a n c e  o n  (l/ lp) c e a s e s , w h e n c e

l/ lp- >oo  => V  - »  lim 4* =  Woo (  — , P, G, k )

a n d

_2

.2 + V

y R 2

(12)

(1 3 )

(1 4 )

T w o  p o in t s  r t  a n d  r 2 a r e  c a lle d  "h o m o lo g o u s " i f  a t  t w o  s ta te s  o f  lo a d in g  P l 

a n d  P2

r l H P\ = r2 Hp2  = P

F o r  p r o p o r t io n a l lo a d in g  P  is  c o n s t a n t  (s e e  E q .(7 ) )  th e r e fo r e

2 

2+ v
/  P  ! \Z+V 

' ( r i ^ l )  =  ( ^ )  * U I

w (r 2 - ' ,2)  =  ( ^ )  « ^ » ( P )

2

.2+ v

(1 5 )

(1 6 )

(1 7 )

r e s p e c t iv e ly . T h e  d is p la c e m e n t s  d u e  t o  g iv e n , t h e  d is p la c e m e n t s  d u e  t o  P2 

in  h o m o lo g o u s  p o in t s  m a y  b e  o b t a in e d  c o n s e q u e n t ly ,  m u lt ip ly in g  th e  fo r m e r

b y  d ie  fa c t o r  (P2/P{)2+v. T h u s  t h e  d is p la c e m e n t - fie ld s  a t  d iffe r e n t  s t a ge s  o f  

p r o p o r t io n a l lo a d in g  a r e  s im ila r  a n d  th is  is  w h y  th e  s y s t e m  is  c a lle d  "s e lf-  

s im ila r "  o r  m o r e  p r e c is e ly  "s e lf- s im ila r  u n d e r  m o n o t o n ic  lo a d in g ".

In  c a s e  o f  th e  s h o r t  c y lin d e r  (i.e .  a  d is c )  th e  in d e n t in g  p o r t io n  o f  d ie  m o d e ­

r a t e ly  lo a d e d  c y lin d e r  b e h a v e s  as  a  r o d lik e  s t r u c tu r e  in  p s a m m ic  h a lfs p a c e . 

A  r o d lik e  s t r u c tu r e , w h e n  lo a d e d , im p o s e s  a  q u a s ip la n e  m o t io n  o n  the  

h a lfs p a c e  (D ie t r ic h ,  1 9 8 1 ).  D u e  to  th is  a n d  t o  t h e  c ir c u m s t a n c e s  c o n s id e r e d  

a ft e r  E q  (4 )  y  a n d  I m u s t  c o m b in e  t o  vy  y p *'-  C o n s e q u e n t ly ,
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l/ lp - >  0 = »  V - *  l im  ¥  =  (lp / / )2" '  ,P ,G ,k )

‘P0
(18)

R e p la c in g  m  in  E q  (1 1 )  b y  l im  'P  f r o m  E q  (1 8 )  a n d  m a k in g  u s e  o f  E q  ( 8 )  

o n e  o b t a in s

w h e r e

2 -  = ( J L - ) L % ( JL ,P, g , k )
i b / r a

*P0

Ip o ' = U p !!)1' X -

(1 9 )

(20)

C o r r e s p o n d in g ly  th e r e  is  c o n s id e r a b le  s c a t t e r  in  t h e  lo w e r  le f t  p a r ts  o f  the  

d ia g r a m s  o f  F ig s .  2  to  5 . A  fu r t h e r  e ffe c t  o f  f in it e  g r a in  s iz e  m a y  b e  s e e n  in  

F ig .  5  w h e r e  th e  s t iffn e s s  o f  t h e  s a n d  p r o v e s  v e r y  s m a ll a t  th e  b e g in n in g  o f  

in d e n t a t io n . T h is  is  d u e  t o  th e  fa c t , t h a t  a t  th e  b e g in n in g  th e  la r g e s t  lin e a r  

d im e n s io n  o f  th e  c ir c u m fe r e n c e  o f  the  in d e n t in g  p o r t io n  o f  th e  c y lin d e r s  is  

o n ly  1 7 .5  m m  (s e e  T a b le  1), w h e n c e  th e  c y lin d e r  is  c a r r ie d  b y  s o m e  d o z e n  o f  

g r a in s  o n ly .  A s  the  in d e n t a t io n  p r o c e e d s , 1 7 .5  m m  b e c o m e s  th e  s m a lle s t  l i ­

n e a r  d im e n s io n  o f  th e  c ir c u m fe r e n c e  a n d  th e  in d e n t in g  p o r t io n  o f  th e  c y lin ­

d e r  a c ts  as  a  r o d lik e  s t r uc t u r e  o n  p s a m m ic  h a lfs p a c e  (o r  o n  e x t e n d e d  ps a m -  

m ic  h a lfs p a c e  r e s p e c t iv e ly ) . It  is  o f  th e  e s s e n c e  o f  a  r o d lik e  s t r u c tu r e , th a t  

th e  d is t r ib u t io n  o f  c o n t a c t  s t r e s s e s  p e r p e n d ic u la r  to  th e  r o d ’s a x is  do e s  n o t  

m a t t e r . T h e r e fo r e  th e  in f lu e n c e  o f  a b s o lu t e  g r a in  s iz e  v a n is h e s  as  th e  in d e n ­

t a t io n  g o e s  o n ,  a lt h o u g h  th e  s m a lle s t  lin e a r  d im e n s io n  o f  1 7 .5  m m  is  s m a lle r  

t h a n  p e r m it t e d  b y  th e  e x p e r im e n t a l c r it e r io n  o f  Ov e s e n  (1 9 8 0 ).

S e lf  s im ila r it y  o f  t h e  s h o r t  c y lin d e r  o n  p s a m m ic  h a lf- s p a c e  is  g o v e r n e d  b y  

th e  p a r a m e t e r  lPo in s t e a d  o f  lP as  a b o v e .

T h e  m in im a l e x p o n e n t  o f  h a r d e n in g  v  a n d  t h e  e x p o n e n t s  in  E q s  ( 8 ) ,  (1 3 ),  

(1 9 )  a n d  (2 0 ) ,  d e p e n d in g  o n  it , a r e  u n a ffe c t e d  b y  th e  t r a n s it io n  f r o m  p s a m ­

m ic  m a t e r ia l t o  e x t e n d e d  p s a m m ic  m a t e r ia l ( c o v e r in g  fr a g m e n t a t io n  a n d  a b ­

r a s io n ) ,  w h e r e a s  t h e  fa c to r s  4 *«, in  E q ( 1 3 )  a n d  in  E q  (1 9 )  w il l  b e  

m o d if ie d  (D ie t r ic h / A r s la n ,  1 9 8 5 ), as  p o in t e d  o u t  a lr e a d y  in  th e  in t r o d u c t io n .

E X P E R IM E N T S

E x p e r im e n t s  h a v e  b e e n  d o n e  o n  fo u r  c y lin d e r s .  T h e  d im e n s io n s  o f  th e s e  a r e  

g iv e n  in  t a b le  1 .

T a b le  1 D im e n s io n s  o f  t h e  c ir c u la r  c y lin d e r s ,  u s e d  in  th e  e x p e r im e n t s

c y lin d e r le n g t h  1 r a d iu s  R r a t io

N r [ m m ] [ m m ] i/ R

1 6 0 0 3 0 20

2 1 30 6 0 2 .1 8

3 57 1 5 7 0 .3 6

4 1 7 .5 20 0 0 .0 8 8

T h e  c y lin d e r s  r e s t e d  o n  a  b e d  o f  d e n s e  m e d iu m  s a n d  (Da r m s t a d t - s a n d ) . T h e  

m in im a l  e x p o n e n t  o f  h a r d e n in g  v  o f  th is  s a n d  h a s  b e e n  d e t e r m in e d  w it h  

g r e a t  a c c u r a c y  in  fo r m e r  te s ts  (F r a n k e  /  M u t h ,  1 9 8 5 ;  F r a n k e  /  K lt lb e r ,  1 9 8 9 ) 

t o  be

v  =  1 /  1 .9 7  =  0 .5 0 7 6  

P r o p o r t io n a l v e r t ic a l lo a d in g  w a s  c h o s e n  s u c h  th a t

I I P  _ !_

4 5  £  —  =  -  /  (- - - - f*'1 0 .0 7

R y lPlp

S e t t le m e n t  o f  c y lin d e r s  v e r s u s  in t e n s it y  o f  lo a d  is  p lo t t e d  o n  lo g - lo g - g r id  in  

F ig s .  2  t o  5 .  T h e  t h e o r e t ic a l p o w e r  fu n c t io n s  E q s  (1 3 )  a n d  (1 9 )  b a s e d  o n  th e  

a s s u m p t io n  o f  p s a m m ic  b e h a v io r  ( r ig id  u n b r e a k a b le  g r a in s )  o r  o f  e x ­

t e n d e d  p s a m m ic  b e h a v io r  ( r ig id  b r e a k a b le  g r a in s )  w o u ld  b e  r e p r e s e n te d  b y  

s t r a ig h t  lin e s  o n  a  lo g - lo g - g r id , th e  s lo p e s  o f  w h ic h  a r e  g iv e n  b y  th e  e x ­

p o n e n t  2  /  (2  +  v )  =  0 .7 9 8  fo r  t h e  lo n g  a n d  2  /  (2 v  +  1 ) =  0 .9 9 2  fo r  the  

s h o r t  c y lin d e r .  T h e s e  s lo p e s  a r e  d r a w n  fo r  c o m p a r is o n  in  F ig s .  2  t o  5  as  

w e ll.

D IS C U S S IO N

D u e  to  t h e  p a r t ic u la t e  n a t u r e  o f  s a n d  th e  r e la t iv e  a c c u r a c y  o f  th e  c o n t in u o u s  

d e s c r ip t io n  o f  th e  in d e n t a t io n  p r o c e s s  is  lo w  w h e n  th e  in d e n t a t io n  is  s m a ll.  

T h e  lim it a t io n s  o f  t h e  m e a s u r in g  d e v ic e s  te n d  to p r o d u c e  th e  s a m e  e f f e c t

Hfc W„ 
R

. . -3

0.1

0.01

1mm] v = 0.5076 

y  = 17.5 kN /m 3 

1 -  600 mm 

R = 30 mm 

t/R  = 20

^  -

^  1 
0.798= ;

at8s

cy lin d e r)

0.1 10 100 ■ ■ F  IN ]

0.01

F ig .  2 S e t t le m e n t  w0 o f  c y lin d e r  N o .  1 d u e  to  t o t a l v e r t ic a l lo a d  F, 

in c r e a s in g  m o n o t o n ic a lly

Fig. 3 S e t t le m e n t  w0 o f  c y lin d e r  N o .  2  d u e  to  t o t a l v e r t ic a l lo a d  F, 

in c r e a s in g  m o n o t o n ic a lly
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F ig .  4 Se t t le m e nt  w0 o f  c y lin de r  N o . 3 due  to to ta l ve r t ic a l lo a d  F, 

in c r e a s ing  m o n o to n ic a lly

1 io —  7 7 , y r r

F ig .  5  Se t t le m e nt  w0 o f  c y lin de r  N o . 4  du e  to to ta l ve r t ic a l loa d  F, 

inc r e a s ing  m o n o to n ic a lly

F ig s .  3 , 4  a n d  5 ,  a ft e r  th e  in it ia l d e v ia t io n s  ju s t  d is c u s s e d , c o n f ir m  th e  e x p o ­

n e n ts  o f  th e  p o w e r  la w s  E q s  (1 3 )  a n d  (1 9 )  q u it e  w e ll.  T h e  s lo p e  o f  the  

s e t t le m e nt - v e r s u s - lo a d - c ur v e s  in  F ig .  2  h o w e v e r  fa lls  o u t s id e  o f  th e  p r e ­

d ic t e d  r a n g e . I t  is  e v e n  s m a lle r  th a n  th e  s m a lle s t  s lo p e  p o s s ib le  a c c o r d in g  to  

t h e  t h e o r y  in  th e  s e c o n d  c h a p te r . T h is  m ig h t  b e  a t t r ib u t e d  to  th e  p r e p o n d ­

e r a n c e  o f  e la s t ic  s e t t le m e n t  o v e r  th e  s e t t le m e n t  d u e  to  in t e r p a r t ic le  s lip ,  

f r a g m e n t a t io n  a n d  a b r a s io n . F o r  e la s t ic  b e h a v io r  v  te n ds  t o  u n it y .  In  th is  

c a s e  b o t h  t h e  e x p o n e n t s  o f  E q s  (1 3 )  to  (1 9 )  a r e  r e d u c e d  to  2 / 3 . T h e  c o r ­

r e s p o n d in g  s lo p e  is  in d ic a t e d  in  F ig .  2 . In flu e n c e  o f  g r a in  e la s t ic it y  w o u ld  

b e  r e d u c e d  b y  r e d u c in g  th e  r e la t iv e  d e n s it y  o r  b y  u p lif t  w h e n  t h e  s e d im e n t  is  

s u b m e r g e d .

T h e  e x p e r im e n t s  y ie ld  the  n u m b e r lik e  c o e ffic ie n t s  o f  E q s  (1 3 )  a n d  (1 9 ) ,  the  

v a lu e s  o f  w h ic h  a r e  n o t  a t t a in a b le  y e t  b y  a n a ly s is . T h e y  m a y  b e  r e a d  o f f  

f r o m  t h e  lo a d - s e t t le m e n t- c u r v e s  in  F ig s . 2  to  5  o b s e r v in g  t h e  r e d u c e d  s c a le s . 

O n e  o b t a in s  fo r  th e  lo n g  c y lin d e r  o n  d r y  d e n s e  Da r m s ta d t - s a n d

H-  ,  P  s ° 798

-  =  0 .0 0 3 7  ( - - - - )

R  y  R1 '

a n d  fo r  th e  s h o r t  c y lin d e r  o n  d r y  d e n s e  Da r m s ta d t - s a n d

w  ,  P  $■*”■
-  = 0 .0 0 1 2  ( - - - — j

/ y l / W

O t h e r  e x p e r im e n t s  w it h  D a r m s t a d t - s a n d  (F r a n k e /  M u t h ,  1 9 8 5 ;  

F r a n k e / K lU b e r ,  1 9 8 9 ) in d ic a t e ,  t h a t  the  in f lu e n c e  o f  f r a g m e n t a t io n  o n  the  

a b o v e  c o e ffic ie n t s  is  n e g lig ib le  in  c o n t r a s t  t o  th e  in f lu e n c e  o f  a b r a s io n , 

w h ic h  is  c o n s id e r a b le .  T o  d e t e r m in e  its  s iz e ,  a  fa m ily  o f  s im ila r  m o d e ls  a t  

d iffe r e n t  s c a le s  m u s t  b e  in v e s t ig a t e d .

N o n lin e a r  r e s p o n s e  o f  p ile s  in  s a n d  h a s  b e e n  r e p o r t e d  b y  m a n y  in v e s t ig a t o r s . 

L ik e w is e  n o n lin e a r  r e s p o n s e  o f  b lo c k  fo u n d a t io n s  is  w e ll r e c o r d e d . T h e r e ­

fo r e  it  m ig h t  e a s ily  b e  o v e r lo o k e d  h o w  u n e x p e c t e d  is  - a r e g u la r  n o n lin e a r  

r e s p o n s e  o f  a  m a t e r ia l b o d y  u n d e r  th r e e  d im e n s io n a l lo a d in g .

A s  h a s  b e e n  p o in t e d  o u t  in  th e  fir s t  s e c t io n  o f  th e  in t r o d u c t io n ,  th e  n o n lin e a r  

r e s p o n s e  o f  p s a m m ic  m a t e r ia l ( o r  e x t e n d e d  p s . m .  r e s p .)  d e p e n d s  o n  th e  

a n g le  b y  w h ic h  th e  s t r a in  p a t h  c h a n g e s  it s  d ir e c t io n  a b r u p t ly .  I f  th is  a n g le  is  

z e r o  th e  in s t a n t a n e o u s  r e s p o n s e  is  lin e a r .  S in c e  a t  fir s t  lo a d in g  th e  r e s p o n s e  

o f  s a n d  is  s t r ic t ly  n o n lin e a r ,  th e  q u e s t io n  a r is e s  fo r  the  d ir e c t io n  o f  s t r a in  

p a t h  w h ic h  is  to  b e  a t t r ib u t e d  t o  t h e  s e d im e n t a t io n  p r o c e s s , s o  t o  s a y . It  is  

th e  s t r a in  p a t h  d ir e c t io n  o f  th e  o e d o m e t e r  s t r a in . T h is  s t r a in  is  im p o s s ib le  fo r  

p s a m m ic  m a t e r ia l (o r  e x t e n d e d  p s . m . r e s p .) . T h e r e fo r e  e v e r y  s t r a in  p a t h  in ­

d u c e d  b y  fir s t  lo a d in g  b e g in s  w it h  a n  a b r u p t  c h a n g e  o f  d ir e c t io n  th e  a n g le  o f  

w h ic h  v a r ie s  g r e a t ly  o v e r  th e  p s a m m ic  h a lfs p a c e  (o r  e x t . p s . h a lfs p a c e  r e s p .).  

C o n s e q u e n t ly  t h e  c o n s id e r a t io n s  o f  t o p o lo g y  a n d  fu n c t io n a l a n a ly s is ,  

m e n t io n e d  a ft e r  E q  (4 ) ,  a r e  in d is p e n s a b le  to  o b t a in  r e s u lt s  s u c h  as  E q s  (1 3 )  

a n d  (1 9 ) .  S o  th e s e  r e s u lt s  a r e  n o t  a t  a ll t r iv ia l.

F o r  p r a c t ic a l p u r p o s e s  th e  a b o v e  in v e s t ig a t io n s  s h o u ld  b e  c o m p le t e d  b y  th e  

in v e s t ig a t io n  o f  th e  in c r e a s e  o f  s e t t le m e n t  d u e  t o  r e p e a te d  lo a d in g .  Re p e a t e d  

lo a d in g  m a y  m u lt ip ly  t h e  s e t t le m e n t  u n d e r  fir s t  lo a d in g  m a n y  t im e s  (s e e  e .g . 

H o lz lO h n e r ,  1 9 7 8 ).  T h e  in c r e a s e  is  e ffe c te d  b y  th e  m ic r o m e c h a n is m  o f  a b ­

r a s io n . T h e  t h u s  c o m p le t e d  in v e s t ig a t io n  w il l  h a v e  in t e r e s t in g  a p p lic a t io n s  

w it h  p ip e lin e s  b u t  a ls o  w it h  f le x ib le  fo u n d a t io n  s la b s  a n d  s t r ips  u n d e r  c o n ­

c e n t r a te d  lo a d s ,  e .g . w it h  r a ilr o a d . T h e  a r e a  o f  s u p p o r t  o f  a  r a ilr o a d t r a c k  d e ­

p e n d s  o n  t h e  m o v in g  lo a d . I f  t h e  t r a c k  is  s t if f  e n o u g h  th e  h a lfs p a c e  c a n n o t  

te ll s t r a in in g  b y  t r a in  t r a ff ic  fr o m  s t r a in in g  b y  a  s t a t io n a r y  lo a d  r e p e a t e d ly  

a p p lie d .  T h e n  th e  k in s h ip  b e t w e e n  th e  s h o r t  c y lin d e r  u n d e r  r e p e a te d  lo a d in g  

a n d  th e  r a ilr o a d  u n d e r  t r a ff ic  ge ts  o b v io u s .
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