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Soil mechanics principles that embrace unsaturated soils

Les principes de la mécanique du sol qui comprennent les sols non-saturés

D. G. FREDLUND, Professor of Civil Engineering, Department of Civil Engineering, 

University of Saskatchewan, Saskatoon, Saskatchewan, Canada

SYNOPSI S The  c l a s s i c  s a t u r a t e d  s o i l  me c h a n i c s  p r i n c i p l e s  and  e q u a t i o n s  h av e  b een  e x t e n d e d  t o 
e mb r a c e  t he b e hav i o r  of  u n s a t u r a t e d  s oi l s .  Eq u a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  f or  f l u i d  f l ow,  s hear  s t r e n g t h  
and  v o l u me  c hange .  Th e s e  e q u a t i o n s  a r e  a p p l i e d  t o  p r a c t i c a l  p r o b l e ms  s uc h  as  s t e a d y  s t a t e  
s eepage,  t he c o n s o l i d a t i o n  p r o c e s s  and s l ope  s t a b i l i t y  ana l y s i s .  I n eac h  c a s e  t he ac c e p t e d  
e q u a t i o n s  f or  s a t u r a t e d  s o i l s  bec ome  a s pec i a l  c as e  of  t he mo r e  g e n e r a l  u n s a t u r a t e d  s o i l  me c h a n i c s  
e q u a t i o n s .

I NTRODUCTI ON

An  u n d e r s t a n d i n g  of  t he behav i o r  of  
u n s a t u r a t e d  s o i l s  i s  i mpo r t a n t  i n d e a l i n g  wi t h  
n u me r o u s  p r o b l e ms  e n c o u n t e r e d  i n g e o t e c h n i c a l  
e n g i n e e r i n g .  For  ex amp l e ,  t he heav e
a s s o c i a t e d  wi t h  uns a t u r a t e d ,  e x p a n s i v e  s o i l s  
s u s t a i n s  an e n o r mo u s  e c o n o mi c  d r a i n  on s o c i e t y  
( Kr ohn and  Sl os s on ,  1980) .  For  ano t he r  
ex ampl e ,  t he s hear  s t r e n g t h  of  u n s a t u r a t ed ,  
r es i dua l  s o i l s  i s  i mp o r t a n t  i n u n d e r s t a n d i n g  
s l ope  s t a b i l i t y  p r o b l e ms  r e l a t ed  t o c h a n g e s  i n 
s o i l  s uc t i on .  Th e r e  a r e  n u me r o u s  o t he r  
a p p l i c a t i o n s  r e l a t ed  t o c o mp a c t e d  s o i l s  i n 
h i ghway s ,  a i r p o r t  r unway s ,  r a i l r o a d s  and  o t her  
ea r t h  s t r uc t u r es .

I n r e t r os pec t ,  t he  f i r s t  I SSMFE c o n f e r e n c e  i n 
1936 p r o v i d e d  a f o r u m f or  t he e s t a b l i s h me n t  of  
p r i n c i p l e s  and  e q u a t i o n s  r e l e v a n t  t o  s a t u r a t e d  
s oi l  me c h an i c s .  Th e s e  p r i n c i p l e s  and
e q u a t i o n s  hav e  r e ma i n e d  p i v o t a l  t h r o ughou t  
s u b s e q u e n t  d e c a d e s  of  r es ear c h .  Th i s  s ame 
c o n f e r e n c e  wa s  a l s o  a f o r u m f or  numer ous  
r es e a r c h  pap e r s  on u n s a t u r a t e d  s o i l  behav i o r .  
Un f o r t u n a t e l y  a p a r a l l e l  s et  o f  p r i n c i p l e s  and 
eq u a t i o n s  d i d  no t  i mme d i a t e l y  i mer ge  f or  
u n s a t u r a t e d  s o i l s .  As  a r es u l t ,  a s c i enc e  and 
t e c h n o l o g y  f or  u n s a t u r a t e d  s o i l s  has  been  s l ow 
t o d e v e l o p  ( Fr edl und,  1979) .  No t  un t i l  t he 
r e s e a r c h  at  I mp e r i a l  Co l l e g e  i n t he l a t e  
1950 ' s  d i d  a s c i e n c e  f or  u n s a t u r a t e d  s o i l s  
b e g i n  t o appear  ( Bi s hop,  1959) .

s t r es s  pa t hs .  Th e  f l ow e q u a t i o n  was  wr i t t e n  
i n t e r ms  of  t he  t o t a l  head  i n t he wa t e r  phas e.

Th i s  pape r  s u mma r i z e s  a s et  of  c l a s s i c  
e q u a t i o n s  f or  u n s a t u r a t e d  s o i l s  wh i c h  a r e  a 
l og i c a l  e x t e n s i o n  of  t hos e  a c c e p t e d  f or  
s a t u r a t e d  s o i l s .  The  r e s e a r c h  c o n f i r mi n g  eac h  
o f  t he e q u a t i o n s  has  been  p r e s e n t e d  e l s e wh e r e  
and t h i s  paper  s y n t h e s i z e s  t he r e s u l t s  i n 
t e r ms  of  a l i mi t e d  number  of  equa t i ons .  The  
o b j e c t i v e  of  t h i s  paper  i s  t o p r o v i d e  a 
c o n s i s t e n t  s e t  of  c l a s s i c  e q u a t i o n s  f or  
u n s a t u r a t e d  s o i l  be h a v i o r  wh i c h  c a n  be wi d e l y  
a c c e p t e d .

REL ATI NG SOI L  BEHAVI OR TO STRESS VARI ABL ES

The s hear  s t r e n g t h  and v o l u me  c h a n g e  behav i o r  
of  s a t u r a t e d  s o i l s  has  b een  r e l a t e d  t o  t he 
( o -  uw ) s t r es s  v a r i ab l e .  Th e  c o mp l e t e

d e s c r i p t i o n  of  t he s t r e s s  s t a t e  t ak es  t he f o r m 
of  a ma t r i x .

( ax -  uw>

yx

x y

( a -  u ) 
'  y w

z y

xz

Tyz 

{ az ■ u w>

[ 1]

Sa t u r a t e d  s o i l  me c h a n i c s  t he o r y  and t e c h n o l o g y
h av e  d e v e l o p e d  a r o u n d  a f ew c l a s s i c  equa t i ons .
Th e s e  c an  be s u mma r i z e d  as :  i )  t he f l ow
e qua t i on ,  i i )  t he s hear  s t r e n g t h  equa t i on ,  and
i i i )  t he v o l u me  c h a n g e  c o n s t i t u t i v e  equa t i on .
The  s hear  s t r e n g t h  and  v o l u me  c ha n g e  equa t i ons
a r e wr i t t e n  i n t e r ms  of  a s t r es s  v a r i a b l e
c o n t r o l l i n g  t he be h a v i o r  of  t he s oi l
s t r uc t u r e .  Th i s  s t r es s  v a r i a b l e ,  ( o -  u ) , i s

w

r e f e r r ed  t o as  t he e f f e c t i v e  s t r es s  of  t he
s o i l  wh e r e  o = t o t a l  s t r es s  and
uw = p o r e - wa t e r  p r es s u r e .  Un i q u e n e s s  has  been

d e mo n s t r a t e d  f or  bo t h  t he s hear  s t r e n g t h  and 
v o l ume  c h a n g e  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  t o  s pec i f i c

a x / Oy <  a z » ar e  t he t o t a l  s t r es s  i n t he x,  y

and z -  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y  and  t ,t ,
x y  y x

[ zx '  Tzy '  Ty z
a r e  s hear  s t r es s es . I n

p r ac t i c e ,  i t  i s no t  n e c e s s a r y  t o  r e l a t e  
me c h a n i c a l  behav i o r  of  t he s a t u r a t e d  s o i l  t o 
al l  c o mp o n e n t s  of  t he s t r es s  s t a t e  wh e n  
s pe c i f i c  s t r es s  p a t h s  a r e  s e l ec t ed .  
Th e o r e t i c a l l y ,  t he f i r s t ,  s ec o n d  and t h i r d  
s t r e s s  i n v a r i an t s  f o r m a mor e  f und a me n t a l  
b as i s  f or  d e s c r i b i n g  me c h a n i c a l  behav i o r .

The s hear  s t r e n g t h  and v o l u me  c h a n g e  behav i o r  
of  an u n s a t u r a t e d  s o i l  c a n  bes t  be d e s c r i b e d
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i n  t e r ms  o f  t wo  i n d e p e n d e n t  s t r e s s  v a r i a b l e s ;

n a me l y ,  ( a -  u a ) a n d  ( ua u  ) .  T h e  t e r m 
w

( u -  u ) i s  r e f e r r e d  t o  a s  ma t r i c  s u c t i o n  
'  a  w

wh e r e  u g  = p o r e - a i r  p r e s s u r e  ( F r e d l u n d  a n d

Mo r g e n s t e r n ,  1 9 7 7 ) .  T h e  c o mp l e t e  d e s c r i p t i o n  

o f  t h e  s t r e s s  s t a t e  t a k e s  t h e  f o r m o f  t wo  

ma t r  i c e s .

( a -  u ) 
'  x  a'

y x

( u -  u ) 
'  a w'

0

0

x y

( o -  u ) 
y  a'

z y

x z

y z

ua>

[ 2 ]

and

0  0

( u -  u ) 0  
a w

0  ( u -  u ) 
'  a w'

[ 3]

T h e  f i r s t ,  s e c o n d  a n d  t h i r d  s t r e s s  i n v a r i a n t s  

c a n  b e  wr i t t e n  f o r  e a c h  ma t r i x .  Ho we v e r ,  i n  

p r a c t i c e  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  r e l a t e  

me c h a n i c a l  b e h a v i o r  t o  a l l  t h e  s t r e s s  
v a r i a b l e s  p r o v i d e d  a  s e l e c t e d  s t r e s s  p a t h  i s  

u s e d  f o r  b o t h  t h e  a n a l y s i s  a n d  f o r  me a s u r i n g  

t h e  s o i l  p a r a me t e r s .

T h e  a b o v e  s t r e s s  v a r i a b l e s  f o r  a n  u n s a t u r a t e d  

s o i l  a l s o  y i e l d  a  

s a t u r a t e d  c a s e .

s mo o t h  t r a n s i t i o n  t o  t h e  

As  t h e  d e g r e e  o f  s a t u r a t i o n

a p p r o a c h e s  100  p e r c e n t ,  t h e  p o r e - a i r  p r e s s u r e  

a p p r o a c h e s  t h e  p o r e - wa t e r  p r e s s u r e .  

T h e r e f o r e ,  t h e  ma t r i c  s u c t i o n  t e r m g o e s  t o  

z e r o  a n d  t h e  p o r e - a i r  p r e s s u r e  t e r m i n  t h e  

f i r s t  s t r e s s  ma t r i x  b e c o me s  t h e  p o r e - wa t e r  

p r e s s u r e .

u u n  

1 + a

[5]

p 9

wh e r e  k  = s a t u r a t e d  c o e f f i c i e n t  o f  
s

p e r me a b i l i t y ; Pw = d e n s i t y  o f  wa t e r ;  g  =

g r a v i t y  a c c e l e r a t i o n ,  a n d  a  a n d  n  = ma t e r i a l  
p a r a me t e r s .  E q u a t i o n  [ 5]  c a n  b e  i n d i r e c t l y  

c o mp u t e d  f r o m t h e  r e s u l t s  o f  a  s u c t i o n  v e r s u s  

wa t e r  c o n t e n t  t e s t  a n d  a  s a t u r a t e d  

p e r me a b i l i t y  t e s t .  T h e  f o r m o f  t h e  e q u a t i o n  

i s  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  f o r  s a n d s  a n d  s i l t s .  

Mo r e  r e s e a r c h  i s  r e q u i r e d  o n  c l a y e y  s o i l s  

wh i c h  t e n d  t o  c r a c k  a n d  f o r m a  s e c o n d a r y  

s t r u c t u r e  a s  s u c t i o n  i n c r e a s e s .

E

m
<
LU

5
<r
LÜ
0 -

P RESSURE HE A D ( m)

F L OW L AWS AND ST EADY  ST AT E  SEEPAGE

T h e  d r i v i n g  p o t e n t i a l  f o r  f l o w o f  t h e  wa t e r  

p h a s e  o f  a  s a t u r a t e d  s o i l  i s  t h e  h y d r a u l i c  

h e a d  ( i . e . ,  e l e v a t i o n  h e a d  p l u s  p r e s s u r e  

h e a d )  . T h i s  i s  a l s o  t r u e  f o r  a n  u n s a t u r a t e d  
s o i l .

F l o w o f  wa t e r  i n  a  s a t u r a t e d  s o i l  i s  c o mmo n l y  

d e s c r i b e d  u s i n g  Da r c y ' s  l a w.

3h.

v w =
[ 4]

F I G. GARDNER' S  EQUAT I ON REL AT I NG 

PERMEAB I L I T Y  T O NEGAT I VE  
PORE - WAT ER HEAD

F o r  s o me  p r o b l e ms  i t  ma y  b e  n e c e s s a r y  t o  

d e s c r i b e  t h e  f l o w o f  a i r  t h r o u g h  a n  

u n s a t u r a t e d  s o i l .  T h i s  r e q u i r e s  a n  a d d i t i o n a l  

f l o w l a w;  n a me l y ,  F i c k ' s  l a w.

- D*
%
3y

[ 6 ]

wh e r e  v  = v e l o c i t y ;  k = c o e f f i c i e n t  o f  
w w

p e r me a b i l i t y  f o r  wa t e r ,  a n d  y  = c o o r d i n a t e  
d i r e c t i o n .

wh e r e  v  =  ma s s  r a t e  o f  a i r  f l o w a n d ,  D*  =  
a

c o n s t a n t  o f  p r o p o r t i o n a l i t y .

Da r c y ' s  l a w c a n  a l s o  b e  u s e d  f o r  u n s a t u r a t e d  

s o i l s .  Ho we v e r ,  t h e  c o e f f i c i e n t  I j F

p e r me a b i l i t y  v a r i e s  s i g n i f i c a n t l y  wi t h  

n e g a t i v e  p o r e - wa t e r  p r e s s u r e  h e a d  a n d  mu s t  b e  

a s s u me d  t o  b e  a  v a r i a b l e  i n  f o r mu l a t i o n s .  T h e  
mo s t  c o mmo n  f o r m f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  
p e r me a b i l i t y  wi t h  n e g a t i v e  p r e s s u r e  h e a d  i s  

t h a t  p r o p o s e d  b y  Ga r d n e r  ( 1 9 5 8 )  ( F i g u r e  1 ) :

T h e  c l a s s i c ,  t wo - d i me n s i o n a l ,  s t e a d y  s t a t e  

s e e p a g e  e q u a t i o n  f o r  a n  i s o t r o p i c  s a t u r a t e d  

s o i l  i s  c a l l e d  t h e  L a  P l a c i a n  e q u a t i o n .

2 2
= o

2 2 
ax  3 y

[ 7]
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F o r  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l ,  t h e  v a r i a t i o n  i n  

p e r me a b i l i t y  wi t h  n e g a t i v e  h e a d  r e s u l t s  i n  a n  

e x p a n s i o n  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n .

3I<3 h  ̂ w
7 7  ^ T
3x

Ü 1
3x

3 y

3k
__w

3y

3h 3k 
_w
3y

[ 8 ]

T h e  s e c o n d  a n d  f o u r t h  t e r ms  i n  e q u a t i o n  [ 8 ] 

a c c o u n t  f o r  t h e  s p a t i a l  v a r i a t i o n  i n  
p e r me a b i l i t y  wh i l e  t h e  f i f t h  t e r m i s  r e f e r r e d  
t o  a s  a  g r a v i t y  t e r m.  E q u a t i o n  [ 8 ] i s  a  

n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  wh i c h  

mu s t  a l s o  s a t i s f y  t h e  p e r me a b i l i t y  e q u a t i o n  

( e . g . , e q u a t i o n  [ 5]  ) .

SHEAR ST RENGT H AND SL OPE  ST AB I L I T Y  ANAL YS I S

T h e  c l a s s i c  s h e a r  s t r e n g t h  e q u a t i o n  f o r  a  

s a t u r a t e d  s o i l  i s  wr i t t e n  i n  t e r ms  o f  t h e  

e f f e c t i v e  n o r ma l  s t r e s s  a n d  t a k e s  t h e  f o r m o f  

a  Mo h r - Co u l o mb  f a i l u r e  c r i t e r i a .

T = c 1 + ( a -  u ) t an 0 ' 
n w

[ 9]

wh e r e  t  = s h e a r  s t r e n g t h ;  c '  = e f f e c t i v e  

c o h e s i o n  i n t e r c e p t ;  an  = t o t a l  n o r ma l  s t r e s s ,

a n d  0 ’ = e f f e c t i v e  a n g l e  o f  i n t e r n a l  f r i c t i o n .

F o r  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l ,  t h e  s h e a r  s t r e n g t h  

e q u a t i o n  t a k e s  t h e  f o r m o f  a  t h r e e - d i me n s i o n a l  
e x t e n s i o n  o f  t h e  Mo h r - Co u l o mb  f a i l u r e  c r i t e r i a  

( F i g u r e  2 ) .

T =  C u ) t an 0  + (a -  u j  t an  0 ' [ 1 0 ]
w n a

F I G.  2 b EF F ECT  OF  MAT RI C SUCT I ON CONT OURED  

ON F A I L URE  ENVEL OPE

wh e r e  0  = a n g l e  o f  s h e a r  s t r e n g t h  i n c r e a s e

wi t h  a n  i n c r e a s e  i n  ( u -  u  ) .
a  w'

T h e  a n g l e ,  0 h a s  b e e n  me a s u r e d  o n  n u me r o u s  
s o i l s  f r o m v a r i o u s  c o u n t r i e s  o f  t h e  wo r l d .  

T a b l e  I  s u mma r i z e s  a  f e w o f  t h e  e x p e r i me n t a l  

r e s u l t s .

F I G.  2 c  I NCREASE  I N SHEAR ST RENGT H DUE  TO 

SUCT I ON

F I G.  2 EXT ENDED MOHR COUL OMB  F A I L URE

CRI T ERI A  F OR AN UNSAT URAT ED SOI L

T h e  v a l u e  f o r  0  i s  c o n s i s t e n t l y  l e s s  t h a n  0 ’ 
a n d  a p p e a r s  t o  c o mmo n l y  b e  i n  t h e  r a n g e  o f  15  

d e g r e e s .  V a r i o u s  l a b o r a t o r y  t e s t i n g

p r o c e d u r e s  h a v e  b e e n  u s e d  b u t  f u r t h e r  r e s e a r c h  
i s  s t i l l  r e q u i r e d .

F I G.  2 a T HREE - DI MENS I ONAL  EXT ENDED MOHR  

COUL OMB  F A I L URE  SURF ACE

T h e  u n s a t u r a t e d  s o i l  c a n  b e  v i s u a l i z e d  a s  

h a v i n g  t wo  c o mp o n e n t s  o f  c o h e s i o n

, b
c = c 1 + ( u -  U ) t an

a w
t i n

Wh e n  t h e  ma t r i c  s u c t i o n  g o e s  t o  z e r o ,  e q u a t i o n

[ 10]  r e v e r t s  t o  e q u a t i o n  [ 9]  f o r  a  s a t u r a t e d  

s o i l .

No t  o n l y  i s  t h e r e  a  s mo o t h  t r a n s i t i o n  b e t we e n  

t h e  s a t u r a t e d  a n d  u n s a t u r a t e d  s o i l  c a s e s ;  t h e  

s h e a r  s t r e n g t h  e q u a t i o n  t a k e s  o n  t h e  s a me  f o r m 

i n  b o t h  c a s e s .  T h i s  me a n s  t h a t  t h e  s a me  
f a c t o r  o f  s a f e t y  e q u a t i o n s  u s e d  f o r  a  

s a t u r a t e d  s o i l  c a n  a l s o  b e  u s e d  f o r  a n  

u n s a t u r a t e d  s o i l .  I t  i s  me r e l y  n e c e s s a r y  t o  

ma k e  t h e  c o h e s i o n  o f  t h e  s o i l  a  f u n c t i o n  o f  

t h e  n e g a t i v e  p o r e - wa t e r  p r e s s u r e .  Su c h  

a n a l y s i s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  a p p l i e d  t o  

u n s a t u r a t e d  s o i l  s l o p e s  i n  Ho n g  Ko n g  ( Ch i n g ,  

Swe e n e y  a n d  F r e d l u n d ,  1 9 8 4 )  a n d  o t h e r  r e g i o n s  

( F o n t o u r a ,  De Co mp o s  a n d  Co s t a  F i l h o ,  1 9 8 4 ) .
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Soi l  Type

TABLE I  

Exper i ment al  Val ues  f or  0^

0^  Tes t  Pr ocedur e 
[ Degr ees)

Ref er ence

Cai pac t ed Shal e;  w = 18. 6% 10.1 Cons t ant  Wat er  Cont ent  
Tr i ax i al

Bi shop,  Al pan,  Donal d and 
Bl i ght ,  1960

Boul der  Cl ay;  w = 11. 6% 21. 7 Cons t ant  Wat er  Cont ent  
Tr i ax i al

Bi shop,  Al pan,  Donal d and 
Bl i ght ,  1960

Dhanaur i  Cl ay;  w = 22. 2%,  Ŷ  = 15. 5 kN/ m3 16. 2 Consol i dat ed Dr ai ned 
Tr i ax i al

Sat i j a,  1978

Dhanaur i  Cl ay;  w = 22. 2%,  Yd = 14. 5 kN/ m3 12.6 Consol i dat ed Dr ai ned 
Tr i ax i al

Sat i j a,  1978

Dhanaur i  Cl ay;  w = 22. 2%,  Y^  = 15. 5 kN/ m3 22.6 Cons t ant  Wat er  Cont ent  
Tr i ax i al

Sat i j a,  1978

Dhanaur i  Cl ay;  w = 22. 2%,  y ^  = 14. 5 kN/ m3 16. 5 Cons t ant  Wat er  Cont ent  
Tr i ax i al

Sat i j a,  1978

Madr i d Gr ay  Cl ay;  w = 29%,  Yd = 13. 1 kN/ m3 16. 1 Consol i dat ed Dr ai ned,  
Di r ec t  Shear

Escar i o,  1980

Undi s t ur bed Decomposed Gr ani t e;  Hong Kong 15. 3 Consol i dat ed Dr ai ned,  
Mul t i - St age Tr i ax i al

Ho  and Fr edl und,  1982

Undi s t ur bed Decanposed Fhyol i t e;  Hong Kong 13. 8 Consol i dat ed Dr ai ned,  
Mul t i - St age Tr i ax i al

Ho and Fr edl und,  1982

Cr anbr ook  Si l t 16. 5 Consol i dat ed Dr ai ned,  
Mul t i - St age Tr i ax i al

Fr edl und ( unpubl i shed)

T h e  r e s u l t s  h a v e  s h o wn  t h a t  r e l a t i v e l y  s ma l l  

ma g n i t u d e s  o f  ( ua  -  u w ) c a n  p r o d u c e

s u b s t a n t i a l  i n c r e a s e s  i n  t h e  c o mp u t e d  f a c t o r  

o f  s a f e t y .

CONST I T UT I VE  REL AT I ONS

T h e  c l a s s i c  v o l u me  c h a n g e  c o n s t i t u t i v e  

r e l a t i o n s  f o r  s a t u r a t e d  s o i l s  c a n  b e  p r e s e n t e d  

i n  o n e  o f  s e v e r a l  f o r ms ;  n a me l y  t h e  e l a s t i c i t y  
f o r m,  t h e  c o mp r e s s i b i l i t y  f o r m a n d  t h e  s o i l  
me c h a n i c s  t e r mi n o l o g y  f o r ms .  T h e  e l a s t i c i t y  

f o r m f o r  s a t u r a t e d  s o i l s  d e f i n e s  t h e  l i n e a r  

s t r a i n  o f  t h e  s o i l  s t r u c t u r e  i n  t h r e e  

o r t h o g o n a l  d i r e c t i o n s  f o r  a  l i n e a r ,  e l a s t i c  

ma t e r i a l .

= mv d( a  -  uw ) [ 13]

wh e r e  m = c o e f f i c i e n t  o f  v o l u me  
v

c o mp r e s s i b i l i t y  a n d  e = v o l u me t r i c  s t r a i n ;  

e q u a l  t o  +  e y  + E z ‘  T *i e  c o mp r e s s i b i l i t y

mo d u l u s ,  mv , c a n  b e  wr i t t e n  i n  t e r ms  o f  t h e

e l a s t i c  p a r a me t e r s ,  E a n d  p , f o r  Kq  a n d  o t h e r

l o a d i n g  c o n d i t i o n s .

Us i n g  s o i l  me c h a n i c s  t e r mi n o l o g y ,  t h e  v o l u me  

c h a n g e  f o r  a  s a t u r a t e d  s o i l  i s  wr i t t e n  a s :

( o -  u ) 
l _s _____t ol l

° y + ° z -  2 uw>

( a -  u

( a -  u ) 
z w'

[ 12]

" T  ( ox + ay  -  V

wh e r e  e x , e » e z = s t r a i n  i n  t h e  x ,  y  a n d  z  -

d i r e c t i o n s ;  E = Yo u n g ' s  mo d u l u s ,  a n d  P = 

Po i s s o n ' s  r a t i o .

T h e  c o mp r e s s i b i l i t y  f o r m f o r  a  s a t u r a t e d  s o i l  

i s  a s  f o l l o ws :

de a d ( o  -  u ) 
v  y  w'

[ 14]

wh e r e  e  = v o i d  r a t i o ;  a v  = c o e f f i c i e n t  o f  

c o mp r e s s i b i l i t y .

Co n s t i t u t i v e  r e l a t i o n s  f o r  u n s a t u r a t e d  s o i l s  
h a v e  b e e n  wr i t t e n  wh i c h  a r e  e x t e n s i o n s  o f  

t h o s e  p r e s e n t e d  a b o v e .  I t  i s  a l s o  n e c e s s a r y  

t o  u s e  mo r e  t h a n  o n e  c o n s t i t u t i v e  r e l a t i o n  f o r  
a n  u n s a t u r a t e d  s o i l  b e c a u s e  o f  t h e  v o l u me t r i c  
c o n t i n u i t y  r e q u i r e me n t  f o r  a  r e f e r e n t i a l  t y p e  

e l e me n t .

r  = 0 + 0
w a

wh e r e

[ 15]

= n e t  i n f l o w o r  o u t f l o w o f  wa t e r  f o r
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a n  e l e me n t ;  ea  = c h a n g e  i n  v o l u me  o f  a i r  d u e  

t o  f l o w o r  c o mp r e s s i o n .

T h e  e l a s t i c i t y  f o r m f o r  l i n e a r  s t r a i n  i n  t h e  

s o i l  s t r u c t u r e  o f  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l  c a n  b e  

wr i t t e n  a s  a  l i n e a r  c o mb i n a t i o n  o f  t h e  e f f e c t s  
o f  e a c h  s t r e s s  v a r i a b l e .

( o  -  U ) M
'  x a

( u -  u ) 
a w'

E

( a
y

E

ua ) M

E E

( a U ) y
'  z a

E E

H = e l a s t i c

( u -  u ) 
'  a w

wh e r e  H = e l a s t i c  mo d u l u s  wi t h  r e s p e c t  t o

( u -  u ) .  T h e  E mo d u l u s  mu s t  n o w b e  
a  w

r e s t r i c t e d  t o  a  c h a n g e  i n  t h e  ( a -  u g ) s t r e s s  

v a r  i a b l e .

A  s e c o n d  i n d e p e n d e n t ,  e l a s t i c i t y  f o r m o f  

c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n  c a n  b e  wr i t t e n  f o r  t h e  

wa t e r  p h a s e .

( ° x  +  ° y  +  ° Z ~ ( U = '  U- ^

3H ’
[ 17]

wh e r e  H 1 = wa t e r  p h a s e  ( e l a s t i c i t y  t y p e )

p a r a me t e r  wi t h  r e s p e c t  t o  ( a -  u  ) ;  R  =
y  a

wa t e r  p h a s e  ( e l a s t i c i t y  t y p e )  p a r a me t e r  wi t h

r e s p e c t  t o  ( u -  u  ) .  T h e  f o r m o f  t h e  a b o v e  
r  a w

e q u a t i o n s  i s  t h e  s a me  a s  t h a t  f i r s t  p r e s e n t e d  

b y  B i o t  ( 1 9 4 1 )  a n d  Co l e ma n  ( 1 9 6 2 )  a n d  l a t e r  b y  
F r e d l u n d  a n d  Mo r g e n s t e r n  ( 1 9 7 6 )  .

T h e  c o mp r e s s i b i l i t y  f o r m o f  t h e  c o n s t i t u t i v e  

e q u a t i o n  f o r  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l  c a n  b e  

wr i t t e n  a s  f o l l o ws .

= mi  d( o  -  ua ) + m|  d ( u a -  uw ) [ 18]

5
wh e r e  m^  = c o mp r e s s i b i l i t y  o f  t h e  s o i l  

s t r u c t u r e  wi t h  r e s p e c t  t o  a  c h a n g e  i n

g

( a  -  u a ) ;  mj  =  c o mp r e s s i b i l i t y  o f  t h e  s o i l

s t r u c t u r e  wi t h  r e s p e c t  t o  a  c h a n g e  i n  
( ug  -  u w ) . A  s e c o n d  c o mp r e s s i b i l i t y  f o r m

c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n  c a n  b e  wr i t t e n  f o r  t h e  

wa t e r  p h a s e .

8w = m"  d( oy  '  ua ) + d ( ua '  uw ] [ 19]

wh e r e  mV  „
1 =  s l o p e  o f  t h e  ( a y  ”  u a ) v e r s u s  0 W

w
p l o t ;  n>2 =  s l Qp e  Qf  t h e  ( Ua  _  Uw> v e r s u s  ^  

p l o t .

A  c o mp r e s s i b i l i t y  f o r m o f  c o n s t i t u t i v e  

e q u a t i o n  f o r  t h e  a i r  p h a s e  c a n  b e  wr i t t e n  a s  
t h e  d i f f e r e n c e  b e t we e n  t h e  s o i l  s t r u c t u r e  a n d  

wa t e r  p h a s e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s .

Us i n g  s o i l  me c h a n i c s  t e r mi n o l o g y ,  t h e  c h a n g e  

i n  v o i d  r a t i o ,  d e ,  o f  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l  c a n  

b e  wr i t t e n :

de = a t  d ( 0 y -  ua ) + am d ( ua -  u j  [ 20 ]

wh e r e  a fc = c o e f f i c i e n t  o f  c o mp r e s s i b i l i t y  wi t h

r e s p e c t  t o  a  c h a n g e  i n  ( o  -  u a ) > a m =

c o e f f i c i e n t  o f  c o mp r e s s i b i l i t y  wi t h  r e s p e c t  t o

a  c h a n g e  i n  ( u_  -  u  ) .  A  s e c o n d  e q u a t i o n  
a w

d e s c r i b i n g  t h e  c h a n g e  i n  wa t e r  c o n t e n t ,  d w,  o f  

t h e  s o i l  c a n  b e  wr i t t e n  a s :

dw = b t  d( ay -  ua ) + bm d( ua -  uw ) [ 21 ]

wh e r e  b fc = c o e f f i c i e n t  o f  wa t e r  c o n t e n t  c h a n g e

wi t h  r e s p e c t  t o  ( a  -  u  ) ;  b  = c o e f f i c i e n t  
c  y  a  m

o f  wa t e r  c o n t e n t  c h a n g e  wi t h  r e s p e c t  t o  

( u -  u  ) . T h e  a b o v e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s
3  W

c a n  b e  v i s u a l i z e d  a s  t h r e e - d i me n s i o n a l  p l o t s  

wi t h  e a c h  a b s c i s s a  r e p r e s e n t i n g  a  s t r e s s  

v a r i a b l e  a n d  t h e  o r d i n a t e  r e p r e s e n t i n g  t h e  

s o i l  p r o p e r t y  ( F i g u r e  3)  . T h e s e  c a n  a l s o  b e  

r e d u c e d  t o  t wo - d i me n s i o n a l  p l o t s  wh i c h  r e a d i l y  
s h o w t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t we e n  t h e  v a r i o u s  

mo d u l i  ( F i g u r e  3)  . I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  

p l o t  b o t h  t wo - d i me n s i o n a l  p l o t s  o n  o n e  p l o t  b y  

u s i n g  t h e  v a r i a b l e s  Se  a n d  wGg a s  o r d i n a t e

v a r i a b l e s  wh e r e  S = d e g r e e  o f  s a t u r a t i o n ;  w = 

wa t e r  c o n t e n t  a n d  G g = s p e c i f i c  g r a v i t y .  T h e

v o i d  r a t i o  a n d  wa t e r  c o n t e n t  c o n s t i t u t i v e  

r e l a t i o n s  c a n  b e  l a r g e l y  l i n e a r i z e d  b y  

p l o t t i n g  t h e  l o g a r i t h m o f  t h e  s t r e s s  
v a r  i a b l e s .

T h e  l o a d i n g  c u r v e  f o r  ( a  -  u  ) v e r s u s  v o i d
3 y  a

r a t i o  c a n  r e a d i l y  b e  me a s u r e d  u s i n g  

c o n v e n t i o n a l  s o i l  t e s t i n g  e q u i p me n t  ( i . e . ,  a fc 

g
o r  m^ ) . E q u i p me n t  c o mmo n l y  u s e d  i n  s o i l

s c i e n c e  c a n  b e  u s e d  t o  me a s u r e  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e t we e n  wa t e r  c o n t e n t  a n d

( ua  -  u  ) ( i . e . ,  b m o r  m” ) . So me  r e s e a r c h  h a s

b e e n  d o n e  o n  t h e  r e ma i n i n g  t wo  r e l a t i o n s h i p s

( i . e . ,  ( am o r  m®)  a n d  ( b fc o r  m” ) ( F r e d l u n d ,

1 9 7 9 ) .  S u f f i c i e n t  r e s e a r c h  h a s  a l r e a d y  b e e n  

d o n e  t o  v e r i f y  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  p r o p o s e d  

f o r ms  f o r  t h e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  ( Ma t y a s  
a n d  Ra d h a k r i s h n a , 1 9 6 8 ;  Ba r d e n ,  Ma d e d o r  a n d  
Si d e s ,  1 9 6 9 ;  F r e d l u n d  a n d  Mo r g e n s t e r n ,  1 9 7 6 ) .
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II
>  CE

F I G.  3 CONS T I T UT I V E  S URF A CE S  F OR AN

UNS A T URA T E D S OI L

F I G.  3 a  T HRE E - DI ME NS I ONA L  V OI D RA T I O A ND F I G.  3 b  T WO- DI ME NS I ONA L  COMP A RI S ON OF

WA T E R  CONT E NT  CONS T I T UT I V E  S URF A CE S  COMP RE S S I B I L I T Y  MODUL I

S T RE S S  ST AT E

( U„  - U w) 
MAT RI C SUCTI ON

c r - UQ) 

T OT A L  ST RE S S

S T RE S S  S T AT E

( Uq - Uw) 

MAT RI C SUCTI ON

c r -U a ) 

T OT A L  ST RESS

CONS OL I DA T I ON T HE ORY

T h e  f l o w l a ws  a n d  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  

p r o v i d e  t h e  n e c e s s a r y  p h y s i c a l  r e l a t i o n s  f o r  

t h e  f o r mu l a t i o n  o f  t r a n s i e n t  f l o w p r o b l e ms .  

T h e  o n e - d i me n s i o n a l  f o r mu l a t i o n  i s  p r e s e n t e d  

t o  d e mo n s t r a t e  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  s a t u r a t e d  

s o i l  c a s e  t o  t h a t  f o r  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l . 

T h e  T e r z a g h i  e q u a t i o n  f o r  a  s a t u r a t e d  s o i l  i s  

d e r i v e d  b y  e q u a t i n g  t h e  t i me  d i f f e r e n t i a l  o f  

t h e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n  t o  t h e  d i v e r g e n c e  o f  
v e l o c i t y .

3U 
__ w

3 t

3 ZU.

3y

[ 22]

wh e r e  t  = t i me ;  c  =  c o e f f i c i e n t  o f  
v

c o n s o l i d a t i o n .  F o r  a n  u n s a t u r a t e d  s o i l  t h e r e

i s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  f l o w i n  b o t h  t h e  wa t e r  

a n d  a i r  p h a s e s .  T wo  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  c a n  b e  d e r i v e d  c o n s i d e r i n g  t h e  

c o n t i n u i t y  o f  t h e  wa t e r  a n d  a i r  p h a s e s  

r e s p e c t i v e l y  ( F r e d l u n d  a n d  Ha s a n ,  1 9 7 9 ;  

F r e d l u n d ,  1 9 8 2 ) .  T h e  wa t e r  p h a s e  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  a s  f o l l o ws :

3u 
__w

3t

32u 3u CW 3k 3u 3k
CW - - - w _ c — a + ^ . ^ _ w  + c _ W [ 23]

v2 w 3t kw 3y 3y 93y 3y

wh e r e  c v  =  c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i d a t i o n  wi t h  

r e s p e c t  t o  t h e  wa t e r  p h a s e ;  Cw = i n t e r a c t i v e  

c o n s t a n t  a s s o c i a t e d  wi t h  t h e  wa t e r  p h a s e
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e q u a t i o n ;  c ^  = g r a v i t y  t e r m c o n s t a n t .  T h e

s e c o n d  t e r m t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  e q u a l  s i g n  
a r i s e s  b e c a u s e  o f  a n  i n t e r a c t i o n  b e t we e n  

s i mu l t a n e o u s  a i r  a n d  wa t e r  f l o w f r o m t h e  s o i l .  

T h e  t h i r d  t e r m t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  e q u a l  s i g n  
mu s t  b e  r e t a i n e d  s i n c e  t h e  p e r me a b i l i t y  c a n  

v a r y  s i g n i f i c a n t l y  wi t h  s p a c e  d u r i n g  t h e  

c o n s o l i d a t i o n  p r o c e s s .

A  s mo o t h ,  ma t h e ma t i c a l  t r a n s i t i o n  t o  t h e  

s a t u r a t e d  c a s e  o c c u r s  wh e n  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  

p e r me a b i l i t y  b e c o me s  a  c o n s t a n t  a n d  t h e  

g r a d i e n t  i n  t h e  a i r  p h a s e  d i s a p p e a r s .

T h e  a i r  p h a s e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  

a s  f o l l o ws :

at  v  3 y 2 a at  D*  ay  ay

wh e r e  c a  = c o e f f i c i e n t  o f  c o n s o l i d a t i o n  wi t h  
v

r e s p e c t  t o  t h e  a i r  p h a s e ;  C = i n t e r a c t i v e
a

c o n s t a n t  a s s o c i a t e d  wi t h  t h e  a i r  p h a s e  
e q u a t i o n .  T h e  p o r e - wa t e r  a n d  p o r e - a i r

p r e s s u r e s  c a n  b e  s o l v e d  s i mu l t a n e o u s l y  f o r  a l l  
d e p t h s  a n d  e l a p s e d  t i me s .  I n  ma n y  p r a c t i c a l  

c a s e s ,  t h e  g r a d i e n t  i n  t h e  a i r  p h a s e  c a n  b e  

a s s u me d  t o  b e  n e g l i g e n t  i n  wh i c h  c a s e  o n l y  t h e  

wa t e r  p h a s e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

n e e d s  t o  b e  s o l v e d .

MEASUREMENT  OF  PORE - WAT ER PRESSURE

A t e c h n o l o g y  c a n n o t  s u r v i v e  a n d  g r o w s i mp l y  o n  

s o u n d ,  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n s .  I t  mu s t  a l s o  b e  
p o s s i b l e  t o  me a s u r e  t h e  n e c e s s a r y  s t r e s s  
v a r i a b l e s  a n d  s o i l  p r o p e r t i e s  i n  a n  

e c o n o mi c a l l y  v i a b l e  ma n n e r .  T h i s  h a s  b e e n  

p o s s i b l e  i n  t h e  c a s e  o f  s a t u r a t e d  s o i l s .

Fo r  u n s a t u r a t e d  s o i l s ,  t h e  p o r e - wa t e r  p r e s s u r e  
i s  n e g a t i v e  a n d  i t s  me a s u r e me n t  h a s  r e ma i n e d  

t h e  p r i ma r y  s t u mb l i n g  b l o c k  i n  a d v a n c i n g  a  

s u i t a b l e  t e c h n o l o g y .  Ho we v e r ,  i n  r e c e n t  y e a r s  
s i g n i f i c a n t  a d v a n c e s  h a v e  b e e n  ma d e  i n  t h e  

me a s u r e me n t  o f  n e g a t i v e  p o r e - wa t e r  p r e s s u r e s .  

A d e t a i l e d  r e v i e w o f  t h e  r e s e a r c h  i n  t h i s  a r e a  

i s  o u t s i d e  t h e  s c o p e  o f  t h i s  p a p e r .  Ho we v e r ,  
t h e  a u t h o r  wo u l d  e n c o u r a g e  t h a t  r e v i e w a n d  

r e s e a r c h  b e  c o n d u c t e d  o n  t h i s  s u b j e c t .

Re c e n t  r e s e a r c h  o n  t h e  t h e r ma l  c o n d u c t i v i t y  

t y p e  g a u g e s  h a s  s h o wn  p r o mi s e  f o r  g e o t e c h n i c a l  
e n g i n e e r i n g  ( P i c o r n e l l ,  L y t t o n  a n d  S t e i n b e r g ,  

1 9 8 3 ;  L e e  a n d  F r e d l u n d ,  1 9 8 4 ) .  Ho we v e r ,  
f u r t h e r  s t u d i e s  a r e  r e q u i r e d  p r i o r  t o  i t s  

e n d o r s e me n t .

T h e  a x i s - t r a n s l a t i o n  t e c h n i q u e  ( Hi l f ,  1 9 4 9 )  

h a s  p r o v e n  t o  b e  s a t i s f a c t o r y  f o r  n u me r o u s  

l a b o r a t o r y  s t u d i e s .  Ho we v e r ,  t h e  t e c h n i q u e  

c a n n o t  b e  u s e d  f o r  i n s i t u  me a s u r e me n t s .  T h e  
me a s u r e me n t  o f  t h e  ( c o r r e c t e d )  s we l l i n g  

p r e s s u r e  o f  s o i l s  h a s  a l s o  b e e n  u s e d  a s  a n  

i n d i r e c t  me a s u r e me n t  o f  ma t r i c  s u c t i o n  
( F r e d l u n d ,  Ha s a n  a n d  F i l s o n ,  1 9 8 0 ) .

PORE  PRESSURE  PARAMET ERS

T h e  A  a n d  B p o r e  p r e s s u r e  p a r a me t e r s  a r e  u s e d  

t o  p r e d i c t  e x c e s s  p o r e  p r e s s u r e s  i n d u c e d  

d u r i n g  t h e  u n d r a i n e d  l o a d i n g  o f  a  s o i l .  F o r  

a n  u n s a t u r a t e d  s o i l ,  p o r e  p r e s s u r e  p a r a me t e r s  

a r e  r e q u i r e d  f o r  b o t h  t h e  wa t e r  a n d  a i r  p h a s e s  
( Ha s a n  a n d  F r e d l u n d ,  1 9 8 0 ) .  T h e  g e n e r a l  f o r m 

o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i s  t h e  s a me  a s  f o r  a  
s a t u r a t e d  s o i l  ( Sk e mp t o n ,  1 9 5 4 ;  B i s h o p  a n d  

He n k e l ,  1 9 6 2 ) .

Au -  B {Aoi + A (Aoi - Aoo)} [ 25]
w w 3 w J

AUfl - Ba {A<J3 + (Ao 1 - A03)} [ 26]

CONCL US I ON

A s u i t a b l e  s c i e n c e  f o r  u n s a t u r a t e d  s o i l s  i s  
p r e s e n t l y  a v a i l a b l e .  I t  c a n  b e  v i s u a l i z e d  a s  

a  l o g i c a l  e x t e n s i o n  o f  c l a s s i c  s a t u r a t e d  s o i l  

me c h a n i c s  p r i n c i p l e s  a n d  e q u a t i o n s . T h e  

g r e a t e s t  n e e d  i n  t h e  e n s u i n g  d e c a d e  i s  t o  

i mp r o v e  o u r  a b i l i t y  t o  me a s u r e  n e g a t i v e  

p o r e - wa t e r  p r e s s u r e .  A l s o  r e q u i r i n g  f u r t h e r  

s t u d i e s  a r e  t h e  p r o c e d u r e s  f o r  t h e  me a s u r e me n t  

o f  r e l e v a n t  s o i l  p a r a me t e r s .  T h e s e  s t r e s s  a n d  

s o i l  p a r a me t e r  me a s u r e me n t s ,  c o mb i n e d  wi t h  t h e  

s u mma r i z e d  e q u a t i o n s  c a n  f o r m t h e  b a s i s  f o r  

mu c h  n e e d e d  c a s e  h i s t o r i e s  c o n c e r n i n g  a l l  

a s p e c t s  o f  u n s a t u r a t e d  s o i l  b e h a v i o r .

T h e  B p o r e  p r e s s u r e  p a r a me t e r  c a n  b e  wr i t t e n  

i n  t e r ms  o f  t h e  c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  a n d  t h e  
d e n s i t y  a n d  c o mp r e s s i b i l i t y  e q u a t i o n s  f o r  

a i r - wa t e r  mi x t u r e s  ( F r e d l u n d ,  1 9 7 6 ) .  T h e s e ,  

i n  t u r n ,  ma k e  u s e  o f  Bo y l e s '  a n d  He n r y ' s  g a s  

l a ws .  T h e  e f f e c t  o f  He n r y ' s  l a w ma y  o r  ma y  

n o t  b e  i n c l u d e d  d e p e n d i n g  o n  wh e t h e r  t h e  
u n d r a i n e d  l o a d i n g  i s  s h o r t  o r  l o n g  t e r m.

T h e  Bw a n d  B a  p a r a me t e r s  c a n  b e  s o l v e d  f o r

s i mu l t a n e o u s l y  wh e n  e q u a t i o n s  [ 25]  a n d  [ 26]  

a r e  wr i t t e n  i n  t e r ms  o f  t h e  c o mp r e s s i b i l i t y  o f  
t h e  s o i l  a n d  a i r - wa t e r  mi x t u r e s .  Ea r l i e r  

e q u a t i o n s  p u b l i s h e d  b y  Hi l f  ( 1 9 4 9 )  a n d  B i s h o p  

( 1 9 5 7 )  a r e  s i mp l i f i c a t i o n s  o f  t h e  mo r e  
r i g o r o u s  f o r mu l a t i o n  b y  Ha s a n  a n d  F r e d l u n d  

( 1980 )  . On c e  a g a i n  t h e  mo r e  r i g o r o u s

e q u a t i o n s  s h o w a  s mo o t h  t r a n s i t i o n  t o  t h e  c a s e  
o f  a  s a t u r a t e d  s o i l .
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