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Méthode des éléments finis en dynamique des milieux biphasés de sol

Finite-element method in the dynamics of two-phase soil media

A. L. GOLDIN, Doct.-lng., VNIIG Védénéev, Léningrad, URSS 

A. G. MICHEL, Ing., VNIIG Védénéev, Léningrad, URSS 

S. G. SHULMAN, Doct.-lng., VNIIG Védénéev, Léningrad, URSS

R E S U M E . Le rap p ort d é crit le s  m éth od es de so lu tion  num érique d e s  p ro b lèm es de la  dynam ique d e s  m ilieux b i ­
p h a s é s  de s o l  d a n s  le  c a d re  du m odèle de B io t. Un co n c e p t un ifié  a  p erm is d’ob ten ir d e s  éq u a tio n s v a r ia tio n n e lle s  
e t  d’é la b o re r  un sch e m a  de la  m éthode d e s  é lé m e n ts  fin is . L 'a n a ly s e  d e s  v ib ra tio n s  l ib re s  e t  f o r c é e s  d e s  s o ls  s a tu ­
r é s  d 'e a u  s 'e ffe c tu e  à  l 'a id e  d'un program m e de c a lc u l. Un p ro c é d é  d*élimination d e s  ré fle x io n s  " fic tiv e s"  su r  le  c o n ­
tour co n v en tio n n e l cfun m odèle a u x  é lé m e n ts  fin is e s t  d é crit. On exam ine la  p ro cé d u re  e t  la  m éthode de so lu tion  d'un 
problèm e d’identitication  d e s  p a ra m è tre s  du m odèle de B io t.

Le sy s tè m e  d e s  éq u a tio n s de la  dynam ique d'un mi­
lieu  b ip h a siq u e  de s o l  com p renan t une p h a s e  so lid e  p o ­
reu x  iso trope lin éa irem en t é la s tiq u e  s a tu r é e  d'un liquide 
co m p re ss ib le  ( m odèle de B io t/l/) p eu t ê tre  re p ré se n té  

s o u s  form e:
Kg

a

Ct y&K* o ^ Q t T H

y
( i )

ou V < , so n t  re sp e c tiv e m e n t le s  v i te s s e s  d e s

p h a s e s  so lid e  e t  liquide; ÿu > Pii -  d e n s ité s  e f fe c ­

t iv e s  d e s  p h a s e s ; -  m a s s e  v irtu e lle ; Q, , »

X , ^ -  p a ra m è tre s  du m odèle. On doit a jo u te r  au  
s y s tè m e  ( l )  l e s  co n d itio n s a u x  lim ites et in it ia le s  c o r ­
re s p o n d a n te s .

S o i s  form e m atric ie lle  le  sy s tè m e  ( l )  e s t  r e p r é s e n te :

[A ]r{ 6 i - [ p ' J i i i j  H & R ù j , é v ;  i< 5 M D J ( € } , é V  ;

UHAHt t J . f c Y;  [ A j Î i e Wg ^ s , ;  i u H u 3̂ s | 2)

, i u ( p , o ) H ^  »
ic i  - ( u i ,  i e j> , {ii , {U s ir  so n t re sp e ctiv e m e n t

l e s  v e c te u r s  de d ép lacem e n ts, d e co n tra in te s , de d éfo r ­
m ations, de fo r c e s  s u p e r f ic ie lle s , de d ép la cem en ts  s u p e r ­

f ic ie lle s ; IA 3 , Lj>3 . L W  . U J  . LAS]  re p ré s e n te n t  le s

m a tr ice s  d e s  p ro c é d u re s  de d ifferentiation, de la  d en sité , 
de l'é lastic ité*, de la  d iffusion e t  d e s  c o s in u s  d ire c te u rs .

La s tru c tu re  d e s  éq u a tio n s  ( 2) perm et d 'étab lir à  b a s e  
d'un c o n c e p t  u n ifié  p ro p o s é  pour la so lu tio n  d e s  p ro b lè ­
m es de la  th éo rie  de l 'é la s t ic ité  /4/ u n e id en tité  p rin c i ­
p a le  in tég ra le  d'où on peu t d éd u ire  l e s  é q u a tio n s v a r ia ­
t io n n e lle s  e t  l e s  p r in c ip e s  de sta tio n n arité ' d e s  fo n ctio n ­
n e lle s  c o rre s p o n d a n te s .

E n  p a rticu lie r , l'éq u atio n  v a ria tio n n e lle  de L ag ran g e  
pour un milieu b ip h a siq u e  de s o l a  la  form e:

J( LA1M L D ] [ a u - j { 2 a Î ( [ f ] { ü j 4 L « | û \ ) M  3) 

t  S, r

a  condition su p p lém entaire
La co m p ara iso n  en tre  le  sy s tè m e  de b a s e  ( 2) e t  le s

éq u a tio n s v a r ia tio n n e lle s  o b te n u e s  m ontre l 'a b s e n c e  d'une 
conform ité com plète en tre  eu x , c a r  le s  co n d ition s in itia les 
du problèm e n 'e n tre n t p a s  d a n s  c e s  éq u a tio n s .

S i  l'o n  é c r it  l e s  éq u a tio n s  de b a s e  s o u s  forme d e s  
co n v u lu tio n s ( forme de G-urtin) , comm e d an s le  c a s  d’un 
milieu e la s tiq u e  m on op h asiqu e , l e s  co n d ition s in itia les  
p eu v en t e tre  in trodu ites d a n s  le s  éq u a tio n s du m ouvement, 
d o n c on abou tit au  problèm e a u x  lim ites qui co rre sp o n d  
en tièrem en t a u x  eq u a tio n s v a r ia t io n n e lle s . C 'e s t  la  dém on ­
s tra tio n  d e s  p ro p rié té s  d 'extrém um  d e s  fo n ctio n n e lles  o b ­
te n u e s  qui jo u e  un rô le  im portant d a n s  l'év a lu atio n  de 
la  p ré c is io n  d e s  so lu tio n s a p p r o c h é e s .

L e sch é m a  de la  m éthode d e s  élém ents fin is étab li su r  
la  b a s e  d e l'éq u atio n  v a ria tio n n e lle  d e L a g ra n g e  ( 3) 
pour le  c a s  p a rticu lie r  d 'un problèm e bidim onsionnel a  la  
form e:

( 4)

D a i M l . L C l  Mh é tan t re sp e ctiv e m e n t le s
m a tr ice s  g lobales de rigidité, de m a s s e , de d iffusion, le  
v e c te u r  de ch arg em en t e t  ce lu i de d é p la ce m e n t nodal.

C 'e s t  pour la  ré a lisa tio n  num érique du m odele a u x  é lé ­
m ents fin is ( 4) qu 'on  a  étab li un program m e de ca lcu l 
qui p erm et d 'év alu er l e s  f ré q u e n c e s  e t  l e s  m odes de v ib ­
ra tio n s  p ro p re s  d’un m a ssif de s o l  s a tu r é ; d 'a n a ly s e r  
l e s  v ib ra tio n s  s ta tio n n a ire s  ( ré s o u d re  un sy s tè m e  d *équ a ­
t io n s a lg é b riq u e s) ; d*étudier le s  v ib ra tio n s  n o n -s ta t io n -  
n a ir e s  p a r la  m éthode d 'in tégratio n  p a s  ^  p a s  ( m éthode 
de R u n g e-K u tt) e t  p ar c e l le  de la  su p erp o sitio n  m odale 
a v e c  le  p r o c é d é  de la  transform ation  rap id e de P o u r ie r . 
L e s  c a lc u ls  d e s  v ib ra tio n s  lib re s  e t  fo r c é s  d e s  m a ss ifs  
de s o l  sa tu ré  r é a l i s é s  se lo n  c e  program m e ont p erm is de 
p r é c is e r  l e s  c r i tè r e s  d 'em ploi du m odèle d'un m ilieu b i ­
p h a siq u e . Ils  ont m ontré qu e pour le s  s o ls  a rg ile u x  e t 
l e s  r o c h e s  p erm éab les à  fa ib le  co e ffic ie n t de perm éabilité* 
il e s t  ra tio n n el d 'u tilise r le  m odèle d'un milieu q u a s i-  
m onopl'Q sique indépendam m ent de la  fréq u en ce  d e s  v ib r a ­
tio n s . E n  c e  qui c o n c e r n e  le s  s a b le s ,  g rav illons, p ie r r e s  
c o n c a s s é e s ,  e n ro ch em en ts , on doit l e s  c o n s id é r e r  comme 
d e s  m ilieux b ip h a siq u e s  com pte tenu de l'in terp én étra tio n  
d e s  p h a s e s .  L e s  c a lc u ls  d e s  v ib ra tio n s  de fondations 
su r  d e s  s o ls  s a tu r é s  en rég im es s ta tio n n a ire  e t n o n - s t a -  
tio n n aire  /3 / ont p erm is de déterm iner le  c a r a c tè r e  de la  
rép artition  d e s  c o n tra in te s  de c o n ta c t d a n s  le  sq u e le tte  
du s o l e t  d e s  p r e s s io n s  d a n s l 'e a u  in te rs titie lle  e t cP éva ­
lu e r l e s  c a r a c té r is t iq u e s  d’am plitude e t de fré q u e n c e  c o r ­
re s p o n d a n te s .
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E n  p a r t i c u l i e r ,  f ig . l a  d o n n e  la  r é p a r t i t i o n  d e s  c o n t ­

r a i n t e s  d e  c o n t a c t  p a r  p h a s e s  s o u s  u n e  d a l l e  d e  f o n d a ­

tio n  v i b r a n t  e n  r é g i m e  s t a t i o n n a i r e ,  e t  f ig . l b  r e p r é s e n t e  
l a  c o u r b e  d e  v a r i a t i o n  e n  f o n c t io n  d u  t e m p s  d e s  a m p litu ­

d e s  d e  v i b r a t i o n s  n o n - s t a t i o n n a i r e s  d’ u n e  d a l l e  s o u s  
l’a c t i o n  d ’ im p u ls io n .
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E t a n t  d o n n e  q u e  l o r s  d e  l a  r é s o l u t i o n  d e s  p r o b l è m e s  
d y n a m i q u e s  p a r  l a  m éth octe  d e s  é l é m e n t s  fin is  l e  d om ain e  
d e  c a l c u l  e s t  b o r n é 1, c e  q ui e n g e n d r e  l e s  o n d e s  r e f l é c H -  
e s  i n f lu e n ç a n t  c o n s i d é r a b l e m e n t  l 'i m a g e  r é e l l e  d e  l’ é t a t  
d e  c o n t r a i n t e s  d u  d o m a in e , o n  d e v a i t  m e ttre  a u  p o in t u n  
p r o c é d é  p o u r  é l im in e r  l e s  r é f l e x i o n s  " f i c t i v e s "  s u r  l e  
c o n to u r  c o n v e n ti o n n e l  d u  m o d è le  e n  é l é m e n ts  f i n is .  C e  
p r o c é d é  e s t  b a s e  s u r  l ’ é v o lu tio n  d e  c e l u i  d e  L y s m e r  e t  
K u h l e m e y e r  b ie n  c o n n u  e n  t h é o r i e  d y n a m iq u e  d e  l’ é l a s t i ­

c i té " ¡2 /  q ui s u p p o s e  l’ e x i s t e n c e  d e s  c o n d i t i o n s  a u x  lim i ­

t e s  a m o r t i s s a n t e s  p r é d é t e r m i n é e s  s u r  l e  c o n to u r  c o n v e n ­

t io n n e l , à  s a v o i r :

jj* C p^rv, UrT > ^  — Qü pt2. Cp (s )

o ù  C p »  c ¿ > c  ̂  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  v i t e s s e s  d e

p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  d e  p r e m i e ' e t  d e u x i è m e  g e n r e s  
d a n s  u n  m ilie u  b ip h a s é ; Ch ,  û t  , Q j  s o n t  d e s  c o n s t a n ­

t e s  c a l c u l é e s .  C e s  d e u x  c o n d i t i o n s  é t a n t  r é a l i s é e s ,  
l’ é q u a t io n  en é lé m e n ts  f in is  d u  m o d è le  d y n a m iq u e  d ’ u n  m i ­

l ie u  b i p h a s é  a  "lim ite  v i s q u e u s e  n o r m a l i s é e "  a u r a  l a  
fo r m e :

a v e c  l a  m a t r i c e  C i ]  fo rm é e  d e  b l o c s :

Li>e]= 1  L fc / . f [A fc í[C J  IA  * ]  [IV¿ \ ¿  i  . ( ?)
L a  s o lu t io n  cLi p r o b lè m e  d e  l a  p r o p a g a t i o n  d e s  o n d e s  

d a n s  m e  c o u c h e  d u  g r e s  s a t u r é  s o u s  l ’a c t i o n  d e  l ’im p u l ­

s i o n  t r i a n g u l a i r e  s e r t  d ’e x e m p le  d e  l a  r é a l i s a t i o n  n u m é ­

r i q u e  d u  p r o c é d é  é l a b o r é  p o u r  é l im in e r  l e s  r é f l e x i o n s  
" f i c t i v e s " .  E l l e  a  d é m o n t r é  (  fig. 2 )  u n e  h a u te  e f f i c a c i t é  
d e  l’a b s o r p t i o n  d’ é n e r g i e  p a r  la  "lim ite  v i s q u e u s e  n o r m a ­

l i s é e " .

L e s  d if f ic u l té s  d u e s  a u x  c a l c u l s  s e l o n  le  m o d è le  d e  
B io t p e u v e n t ê t r e  s u r m o n t é e s  g r â c e  a u x  m é t h o d e s  n u m é ­

r i q u e s ,  e n  p a r t i c u l i e r  a  la  m é th o d e  d e s  é l é m e n t s  f in is , 
l e s  p a r a m è t r e s  d u  m o d è le  p o u v a n t  ê t r e  d é t e r m i n é s  s u r  
l a  b a s e  d e  l a  r é s o l u t i o n  d e s  p r o b l è m e s  d’ id e n ti f ic a t io n .

L e s  m é t h o d e s  d e  s o lu t io n  d e s  p r o b lè m e s  i n v e r s e s ,  u ti ­

l i s é e s  d a n s  l e  t r a v a i l ,  s o n t  b a s é e s  s u r  l a  c o m b i n a i s o n  
d e s  m é t h o d e s  d e s  é l é m e n t s  f in is  e t  d e s  f o n c t i o n s  d e  
s e n s ib i l i té '.  D a n s  l e  c a s  g é n é r a l  e l l e s  s e  r e c U is e n t  a u  
p r o b l è m e  d e  c o m m a n d e  o p tim a le : m in im is e r  l a  f o n c t io n n e l le

i/ o j  nu w  ou i v v v îu ih u iw iô u  11 ^
F i g .  2  a )  s c h é m a  d e  c a l c u l ;  b ) c o u r b e s  d e  v a r i a t i o n  
d e  l a  c o m p o s a n t e  v e r t i c a l e  d e  d é p l a c e m e n t s  d e  l a  
p h a s e  s o l i d e  d u  n o e u d  d a n s  la  s e c t i o n  A A  e n  fo n c tio n  
d u  te m p s ; 1  -  c o u c h e  in f in ie ; 2  -  lim ite  l i b r e ;  3  - l i m i t e  
" v i s q u e u s e " .

d e  f o r m e :

a v e c  L j  -  p a r a m è t r e s  a  d é te r m i n e r ,

v a l e u r s  à  c a l c u l e r  e t  à  m e s u r e r  ( p a r  e x e n p l e ,  d é p l a c e ­

m e n ts , d é f o r m a ti o n s , p r e s s i o n s )  , C f r ]  -  m a t r i c e  d e s  f a c ­

t e u r s  d e  p o n d é r a t i o n .  L ’a n a l y s e  d e s  p r o b l è m e s  "te-’F ts"

( fig. 3 a )  e t  1* e s a m e n  d e  la  c o n v e r g e n c e  d e  l’a lg p rith m e  
i té r a t i f  e n  f o n c t io n  d ;  a p p r o x i m a t i o n  in i tia le  (  fie  ̂ 3 b )  e t

à) P=o,  e * = ^ 0 e i wt
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F i g .  3  a )  s c h é m a  d e  c a l c u l ;  b) m a r c h e  d u  p r o c e s s u s  
i té r a ti f .

d e s  " e r r e u r s "  d e  m e s u r e  o n t  m is  en  é v i d e n c e  u n e  p r é c i ­

s i o n  a c c e p t a b l e  d ’ é v a lu a tio n  d e s  p a r a m è t r e s  i n c o n n u s .

L e s  m é t h o d e s  et l e s  p r o g r a m m e s  d e  c a l c u l  é l a b o r a s  
p e r m e t t e n t  d e  ré s o u e fre  u n  g r a n d  n o m b r e  de p r o b l è m e s  d i ­

r e c t s  e t  i n v e r s e s  d e  l a  d y n a m iq u e  d e s  lm ilie u x  dé s o l  s a ­

t u r e s  d ’e a u .
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