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Stress analysis for layer system

Etude des contraintes dans un système bicouche

D. M. MILOVlC, Professor, Faculty of Technical Sciences, Novi Sad, Scientific Counsellor "Kosovoprojekt", Beograd, Yugoslavia

3 Y N O P S I S  C o n v e n t i o n a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  t h e o r i e s  f o r  a  h o m o g e n e o u s ,  e l a s t i c  a n d  i s o t r o p i c  h a l f ­

s p a c e  g i v e  e x c e s s i v e l y  h i g h  s t r e s s e s  i f  a p p l i e d  t o  t h e  t w o - l a y e r  s o i l  s y s t e m .  I n  t h i s  s t u d y  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  s t r e s s e s  a n d  d i s p l a c e m e n t s ,  p r o d u c e d  b y  s t r i p  f o u n d a t i o n  r e s t i n g  o n  t h e  t w o  l a y e r  s o i l  s y s t e m  

h a s  b e e n  t r e a t e d  b y  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  a n d  b y  F o u r i e r ’ s  i n t e g r a l s .  T h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r  

w a s  H I  = 0 ,  5 m ;  1 , 0  m ;  1 ,  5 m ;  2 , 0  m ;  a n d  2 , 5  m .  F o r  e a c h  t h i c k n e s s  H i  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  w a s  c a l c u ­

l a t e d  f o r  t h e  r a t i o  E l / E  2 = 5 ,  0 ;  1 0 ; 0  a n d  2 5 ,  w h e r e  E l  a n d  E  2 a r e  t h e  d e f o r m a t i o n  m o d u l i  o f  t h e  u p p e r  a n d  

l o w e r  l a y e r ,  r e s p e c t i v e l y .  A l s o ,  t h e  s t E C s s  d i s t r i b u t i o n  w a s  c a l c u l a t e d  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  u p p e r  

l a y e r  h a d  a n i s o t r o p i c  p r o p e r t i e s .  O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  o b t a i n e d  r e s u l t s  i t  w a s  p o s s i b l e  t o  a n a l y z e  t h e  e f f e c t  o f  

s u p e r p o s i t i o n  o r  s t r i p  f o u n d a t i o n s .

I N T R O D U C T I O N

A  r a t i o n a l  a n a l y s i s  o f  t h e  s e t t l e m e n t  a n d  b e a r i n g  c a ­

p a c i t y  o f  a  n o n c o h e s i v e  f i l l  o v e r  s o f t  s u b s o i l  c o n s i ­

s t s  i n  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  s t r e s s e s  t r a n s m i t t e d  b y  

t h e  f o u n d a t i o n  s y s t e m  t h r o u g h t  t h e  f i l l  i n t o  t h e  u n d ­

e r l y i n g  s u b s o i l .

T h e o r e t i c a l  a n a l y s e s  a n d  f i e l d  m e a s u r e m e n t s  i n d i c a ­

t e  t h a t  t h e  s t r e s s e s  a n d  d i s p l a c e m e n t s  i n  l a y e r e d  s o ­

i l  s y s t e m s ,  w h e r e  t h e r e  i s  l a r g e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  l a y e r s ,  a r e  c o n s i d e r a b l y  d i f f e r e n t  

f r o m  t h o s e  d e v e l o p e d  i n  a  h o m o g e n e o u s  s y s t e m .  E l ­

a s t i c  s o l u t i o n s  f o r  l a y e r e d  s y s t e m s  a r e  b a s e d  o n  t h e  

w o r k  o f  B u r m i s t e r  ( 1 9 4 3 ) .  S o ,  F o x  ( 1 9 4 8 )  u s e d  B u r m i -  

s t e r '  s  m e t h o d  t o  c a l c u l a t e  v e r t i c a l  s t r e s s e s  a t  a n y  

p o i n t  i n  t h e  v e r t i c a l  a x i s  o f  a  t w o - l a y e r  s y s t e m ,  a r i ­

s i n g  f r o m  a  u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  l o a d i n g  o v e r  a  c i ­

r c u l a r  a r e a  a t  t h e  t o p  s u r f a c e .  S i m i l a r  r e s u l t s  h a v e  

b e e n  o b t a i n e d  b y  H a n k  a n d  S c r i v e n e r  ( 1 9 4 8 )  f o r  t w o  

a n d  t h r e e  l a y e r e d  s y s t e m .

M i t c h e l l  a n d  G a r d n e r  ( 19 7 1 )  h a v e  s h o w n  t h e  s o l u t i o n  

o f  t h e  l o a d  b e a r i n g  f i l l  p r o b l e m ,  d e v e l o p e d  b y  a p p l i ­

c a t i o n  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  f o r  a x i s y m m e t r i c  

l a y e r e d  s o i l s  a n d  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  n o n l i n e a r  

a n d  s t r e s s - d e p e n d e n t  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  b y  m e a n s  

o f  h i p e r b o l i c  s t r e s s - s t r a i n  f u n c t i o n s .

E g o r o v  ( 1 9 3 8 )  e x t e n d e d  M a r g u e r r e '  s  s o l u t i o n  t o  t h e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  v e r i c a l  s t r e s s  b e t w e e n  t h e  l a y ­

e r s  u n d e r  t h e  c e n t e r  o f  a  s t r i p  l o a d i n g .  L e m c o e  

(1 9 6 1 )  h a s  p r e s e n t e d  a  s o l u t i o n  f o r  a  t w o  l a y e r  s y ­

s t e m  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  p l a n e  s t r a i n ,  

a s s u m i n g  t h a t  l a y e r  i s  e l a s t i c  a n d  i s o t r o p i c .

S u n d a r a  a n d  A l w a r  ( 1 9 6 4 )  h a v e  g i v e n  a  g e n e r a l  s o l u ­

t i o n  f o r  t h e  e l a s t i c  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  a  l a y e r e d  

h a l f - p l a n e .  T h e  s o l u t i o n  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  u s i n g  F o ­

u r i e r  i n t e r g r a l s  a n d  t h e  r e s u l t s  a r e  s h o w n  f o r  o n e  

t h i c k n e s s  o n l y  o f  t h e  u p p e r  l a y e r .

I n  t h i s  P a p e r ,  t h e  A u t h o r  h a s  c a l c u l a t e d  t h e  s t r e s s ­

e s  i n  a n  e l a s t i c  t w o  l a y e r  s y s t e m ,  p r o d u c e d  b y  u n i ­

f o r m l y  d i s t r i b u t e d  l o a d  o v e r  a  s t r i p  f o u n d a t i o n .  T h e  

u p p e r  l a y e r  i s  a s s u m e d  t o  b e  a l t e r n a t i v e l y  i s o t r o p i c  

a n d  a n i s o t r o p i c .  T h e  v e r t i c a l  s t r e s s e s  a t  a n y  p o i n t  

u n d e r  t h e  l o a d e d  a r e a  a n d  o u t s i d e  t h e  l o a d e d ^ a r e a  h a  

v e  b e e n  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  w i d t h  o f  t h e  s t r i p  f o u n d a ­

t i o n  B  =1, 0  m ,  f o r  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r  H l  = 

= 0 ,  5 0  m ,  1 ,  0  m ;  1, 5 m ;  2,  0  m ;  a n d  2 ,  5  m .  F o r  e a c h  

t h i c k n e s s  H i  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  w a s  c a l c u l a t e d  

f o r  t h e  r a t i o  E 1 / E 2  = 5 ; 1 0  a n d  2 5 ,  w h e r e  E l  a n d  E 2  

a r e  t h e  d e f o r m a t i o n  m o d u l i  f o r  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  

l a y e r ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  

b y  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d .  T h e  m e s h  o f  e l e m e n t s  

u s e d  i n  t h i s  s t u d y  a n d  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m  i s  

s h o w n  i n  F i g . l .

A s  s h o w n  i n f  F i g . l ,  a  c o n s i d e r e d  m e d i u m  w a s  d i v i d ­

e d  i n  4 8 3  e l e m e n t s .

S T R E S S  A N A L Y S I S  B Y  F I N I T E  E L E M E N T  M E T H O D

I n  t h e  c a s e  o f  t w o  d i m e n s i o n a l  p r o b l e m ,  a s s u m i n g  

t h a t  t h e  f o u n d a t i o n  s o i l  i s  e l a s t i c  a n d  i s o t r o p i c ,  t h e  

s t r e s s  s t r a i n  r e l a t i o n s h i p  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y :

(j x A „ A ,2 0 E x

< Gy > = A u Al l 0 e y

TLx z 0 0 A 55 J x z
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w h e r e :

Ai i -  E( 1- j ü) _____

Al1 ( 1 ^ ) ( 1 - 2 a j )

a Eju
(1 + > j)  (1 -  2 / J  )

As5=G= 2(U jüT

w i t h  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x :

D e  =

1- * J JJ 0

P  1- j u 0

0  0
1 - 2 / J

2 - <2)

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  a n i s o t r o p i c  s o i l ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  

A a r e  g i v e n  b y  ( Z i e n k i e w i c z  a n d  C h e u n g ,  1 9 6 7 ) :

A||_ EvKd-KjUv1)___
A, , _  ( 1+a j O( 1 - J U i . - 2 K> J v 1}

B/2

- +

¿83

M

1 23

F i g . l  F i n i t e  e l e m e n t  m e s h

A . , -  E v K jJ y ____

A ’ 3 1 - , uh - 2 I W

w i t h :

K  = -
E

a n d  t h e  s t i f f n e s s  m a t r i x :

D e  =
{1 +/Jh )(1 -  AJh-2 Kjuva )

K( 1- Kj J v * )  Kj Uv ( U/ J r . )  

K j ü v ( Hp h ) 1- AJh*

w h e r e  E  a n d  E  a r e  t h e  m o d u l i  o f  e l a s t i c i t y  i n  t h e  

h o r i z o n t a l  a n d  v e r t i c a l  d i r e c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y .

T h e  v e r i c a l  s t r e s s e s  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  s t r i p  6" =

= 6  I  , w h e r e  6  i s  t h e  c o n c t a c t  p r e s s u r e  b e n e a t h  

t h e  ? o u n d a t i o n ,  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  t w o  l a y e r  

s y s t e m  w i t h  t h e  m o d u l u s  o f  e l a s t i c i t y  o f  t h e  u p p e r  l a - _  

y e r  E  = 5 0  M N / m 2  a n d  t h e  m o d u l u s  o f  t h e  l o w e r  l a -  

y e r  2 , 0 ;  5 , 0  a n d  1 0 , 0  M N / m 2 .  T h e  o b t a i n e d  c u ­

r v e s  f o r  I  a r e  s h o w n  i n  F i g s .  2 - 5 .

T h e  c u r v e s  o f  I z  , o b t a i n e d  f o r  f i v e  v a l u e s  o f  t h e  t h i ­

c k n e s s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r  H j ,  a r e  s h o w n  i n  F i g s .  6 - 8 .

O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  o b t a i n e d  r e s u l t s ,  t h e  f o l l o w i n g  

e x p r e s s i o n  i s  s u g g e s t e d  a s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  f o r  

t h e  v e r t i c a l  s t r e s s  i n c r e a s e  ¿ 6 "  , a t  t h e  i n t e r f a c e  o f  

t h e  l a y e r s  i n d u c e d  b y  a p p l i e d  s t r e s s  Q :

M i f  

H,  / Mr)'
5 9 2
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w h e r e :

B  = t h e  w i d t h  o f  t h e  s t r i p  f o u n d a t i o n  

H j =  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r  

Er V  ** m o d u l u s  v a l u e s  o f  t h e  u p p e r  a n d  

l o w e r  l a y e r ,  r e s p e c t i v e l y .

S o ,  f o r  t h e  s t r i p  f o u n d a t i o n ,  t h e  v a l u e s  o f  m a x  &S  

a t  t h e  i n t e r f a c e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m :  2

I n  F i g .  9 .  a r e  s h o w n  t h e  c u r v e s  o f  m a x  ¿ 6 "  f o r  

t h r e e  v a l u e s  o f  t h e  r a t i o  E ^ / E ^ .  z

F o r  c o m p a r i s o n ,  t h e  v a l u e s  o f  m a x  a 6 "  h a v e  b e e n  

c a l c u l a t e d  f o r  H p  1 , 5 0  m  b y  L a l a u r i e  ( Î 9 8 3 )  a n d  

f o r  t h e  o t h e r  v a l u e s  o f  b y  t h e  A u t h o r ,  u s i n g  t h e  

F o u r i e r ' s  i n t e g r a l s  ( S u n d a r a  a n d  A l w a r ,  1 9 6 4 ) .

O n  t h e  b a s i s  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h i s  s t u d y ,  i t  

w a s  p o s s i b l e  t o  a n a l y s e  a l s o  t h e  e f f e c t  o f  s u p p e r p o -  

s i t i o n  o f  s t r e s s e s .  F o r  i l l u s t r a t i o n ,  i n  F i g .  10  a r e  

s h o w n  t h e  c u r v e s  o f  v e r t i c a l  s t r e s s e s  6  f o r  o n e  

o f  t h e  c o n s i d e r e d  c a s e s .  z
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F i g .  7 C o e f f i c i e n t s  I z

C u r v e  1 r e f f e r s  t o  t h e  €> d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  s i n g ­

l e  s t r i p ,  w h e r e a s  c u r v e s  ^2 a n d  3 r e f e r  t o  t h e  s t r i p  

f o u n d a t i o n s  w i t h  t h e  s t r e s s e s  c a u s e d  t ÿ  s u p p e r p o s i t -  

i o n .  C u r v e  2 h a s  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  v a l u e  1 = 5 3

a n d  c u r v e  3 f o r  t h e  v a l u e  1 = 4  B .
o

T h e  e f f e c t  o f  t h e  a s s u m e d  a n i s o t r o p i c  p r o p e r t i e s  o f  

t h e  u p p e r  l a y e r  h a s  b e e n  s t u d i e d  f o r  t w o  v a l u e s  o f  

t h e  d e g r e e  o f  a n i s o t r o p y  n  = 0 , 2 5  a n d  0 , 5 0 .  F o r  i l l ­

u s t r a t i o n ,  s o m e  o f  t h e  o b t a i n e d  r e s u l t s  a r e  s h o w n  i n  

F i g . 11.

T h e  c u r v e s  o f  s t r e s s  c o e f f i c i e n t s  I  , a s  s h o w n  i n  

F i g .  11, i n d i c a t e  t h e  d e c r e a s e  o f  s t r e s s e s  f o r  t h e  

v a l u e s  o f  n  u s e d  i n  t h i s  s t u d y ,  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  

t h e  i s o t r o p i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  u p p e r  l a y e r .

A N A L Y S E S  O F  T H E  R E S U L T S

I n  t h e  s u d y  o f  s t r e s s e s  a n d  d i s p l a c e m e n t s  i n  t w o  l a ­

y e r  s y s t e m  t h e  s i m p l e s t  a s s u m p t i o n  h a s  b e e n  m a d e

i .  e .  t h e  s o i l  h a s  l i n e a r  a n d  e l a s t i c  p r o p e r t i e s .

M i t c h e l l  a n d  G a r d n e r  (1 9 7 1 )  h a v e  s h o w n  s o m e  r e s u l ­

t s  o f  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  s t u d y ,  o b r a i n e d  b y  a p p ­

l i c a t i o n  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  b u t  f o r  a x i s y -  

m m e t r i c  l a y e r e d  s o l i d s  a n d  t h e  s h a r a c t e r i z a t i o n  o f  

n o n l i n e a r  a n d  s t r e s s - d e p e n d e n t  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  

b y  m e a n s  o f  h y p e r b o l i c  s t r e s s - s t r a i n  f u n c t i o n s .  A c c ­

o r d i n g  t o  t h e  o b t a i n e d  r e s u l t s ,  s t r e s s e s  b y  l i n e a r

0.5 0.6 32

a t  i n t e r f a c e

0.4 06

1=1-5 B

1 = 2 0 B

= 2 SB

I z

E,/ E2=10

5 9 4
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t w o - l a y e r  e l a s t i c  t h e o r y  a r e  g r e a t e r ,  i n  g e n e r a l ,  t h a n  

t h o s e  d e t e r m i n e d  b y  n o n l i n e a r  s o i l  p r o p e r i e s .

S o m e  n e a s u r e m e n t  h a v e  s h o w n  t h a t  s i m p l e  e l a s t i c  

t h e o r y  c a n  b e  u s e d  t o  p r e d i c t  s t r e s s e s  i n  t h i c k  

s t r a t a  w i t h  a  s a t i s f a c t o r y  a c c u r a c y  e v e n  i n  t h e  c a s e  

o f  n o n l i n e a r  a n d  s t r e s s - d e p e n d e n t  m e d i a  p r o p e r t i e s  

( H u a n g ,  1 9 6  8 ) ,  S o m e  r e s u l t s  o f  f i e l d  l o a d  t e s t s  ( M i -  

l o v i 6 ,  1 9 7 9 )  s h o w n  i n  F i g s .  12 a n d  1 3 ,  c o u l d  b e  u s e ­

f u l  i n  t h e s e  c o n s i d e r a t i o n s .

0.1 0-2 0 3 0.4 0.5 0.6 3z

B

F i g .  8 C o e f f i c i n e t s  I z

I n  F i g s .  12 a n d  13  a r e  s h o w n  t h e  l o a d - s e t l e m e n t  

c u r v e s  f o r  c i r c u l a r  f o o t i n g  o f  d i a m e t e r  D  = 6 0  c m .  

C u r v e  1 i n  F i g .  12 r e f f e r s  t o  t h e  h o m o g e n e o u s  c l a y  

a n d  c u r v e  2  t o  t h e  t w o - l a y e r  s y s t e m ,  w h e r e  t h e  u p p ­

e r  g r a v e l  l a y e r  i s  o f  t h i c k n e s s  H ^  = 4 5  c m .  C u r v e

1 i n  F i g .  13 r e f f e r s  t o  t h e  t h i c k  s a n d  l a y e r  a n d  c u r v e s

2 a n d  3 t o  t h e  t w o  l a y e r  s y s t e m ,  w h e r e  t h e  u p p e r  g r a ­

v e l  l a y e r  i s  o f  H I  = 3 0  c m  a n d  H I  = 4 5  c m .  H a v i n g  i n  

m i n d  t h a t  i n  s o m e  c a s e s  s t e s s - d e f o r m a t i o n  r e l a t i o n s h i p  

i s  a l m o s t  l i n e a r ,  w h a t  i s  c o n f i r m e d  b y  p r e s e n t e d  l o a d  

s e t t l e m e n t  c u r v e s ,  o n  m a y  s a y  t h a t  H u a n g ' s  f i n d i n g  

c o n c e r n i n g  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  l i n e a r  e l a s t i c  t h e o r y

i n  s o m e  c a s e s  i s  j u s t i f i e d .
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F i g .  9  C u r v e s  o f  m a x  A f>z
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F i g .  13 L o a d  S e t t l e m e n t  c u r v e s

S t e s s  d i s t r i b u t i o n  a n a l y i s  i n  t h e  t w o - l a y e r  s o i l  s y s t e m ,  

w h e r e  t h e  u p p e r  l a y e r  i s  s t r o n g e r  t h a t  t h e  l o w e r  o n e ,  

s h o w s  a  c o n s i d e r a b l e  d e c r e a s  i n  s t r e s s e s  i n d u c e d  i n  

t h e e w e a k  s u b s o i l .

T h e  s t i f f e r  a n d  t h i c k e r  t h e  u p p e r  f i l l  l a y e r ,  r e l a t i v e  t o  

t h e  w e a k  s u b s o i l ,  t h e  g r e a t e r  t h e  r e d u c t i o n  i n  v e r t i c a l  

s t r e s s e s  t r a n s m i t t e d  t o  t h e  w e a k e r  l a y e r .

T h e  v a l u e s  o f  v e r t i c a l  s t r e s s e s  a t  i n t e r f a c e  i n  t h e  t w o -  

l a y e r  s y s t e m ,  o b t a i n e d  b y  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  

a n d  t h e  F o u r i e r *  s  i n t e r g r a l s  a r e  p r a c t i c a l l y  i d e n t i c a l .

E x p r e s s i o n  ( 5 )  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v i d e  a p p r o x i m a t e  e s t i ­

m a t e s  o f  v e r t i c a l  s t r e s s e s  i n  w e a k  s o i l  u n d e r l y i n g  c o h e -  

s i o n l e s s  f i l l .

A n i s o t r o p y  o f  t h e  u p p e r  l a y e r  c a n  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  

T h i s  p r o p e r t y  c a n  r e d u c e  t h e  v e r t i c a l  s t r e s s e s  i n d u c e d  

i n  t h e  w e a k  s u b s o i l .

T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h i s  s t u d y  m a k e  p o s s i b l e  t h e  c o m  

p l e t e  e v i d e n c e  i n  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  s u p p e r p o s i t i o n  o f  

s t r i p  f o u n d a t i o n s  p l a c e d  a t  a n y  d i s t a n c e .
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C O N C L U S I O N S

C o n v e n t i o n a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  t h e o r i e s  f o r  a  h o m o ­

g e n e o u s ,  e l a s t i c  a n d  i s o t r o p i c  h a l f - s p a c e  g i v e  e x c e s s i ­

v e l y  h i g h  s t r e s s e s  i f  a p p l i e d  t o  t h e  t w o - l a y e r  s o i l  s y s ­

t e m .
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