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Soil stresses under a polygonal area uniformly loaded

Efforts du sol sous un polygon uniformément chargé

J. DAMY R., Professor o f Civil Engineering, National University, Mexico 

C. CASALES G., Cons. Eng., Bufete Industrial; Assist. Prof., National University, Mexico

Bo u s s i n e s q ' s ,  We s t e r g a a r d 1s a n d  F r ö h l i c h ' s  e q u a t i o n s  f o r  n o r ma l  s t r e s s  a z a r eSYNOPSI S

i n t e g r a t e d  o v e r  a  t r i a n g l e .  T h e  i n t e g r a t i o n  i s  g e n e r a l i z e d  f o r  a n y  p o l y g o n a l  a r e a .

I NT RODUCT I ON

I n So i l  Me c h a n i c s  i t  i s  v e r y  u s e f u l  t o  o b t a i n
t h e  s o i l  s t r e s s e s  p r o d u c e d  b y  s u p e r f i c i a l
l o a d i n g .  T h i s  i s  a c c o mp l i s h e d  u s i n g  t h e
f o r mu l a s  f o r  t h e  n o r ma l  v e r t i c a l  s t r e s s  a a t

z
a p o i n t ,  c a u s e d  b y  a v e r t i c a l  c o n c e n t r a t e d  l o a d  
a p p l i e d  a t  t h e  s u r f a c e .  T h e  mo s t  wi d e l y  u s e d  
f o r mu l a s  a r e  g i v e n  b e l o w.
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We s t e r g a a r d ' s  e q u a t i o n
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wh e r e :
Q = v e r t i c a l  c o n c e n t r a t e d  l o a d  

r  = h o r i z o n t a l  p r o j e c t i o n  o f  t h e
d i s t a n c e  b e t we e n  t h e  l o a d  Q a n d  

t h e  p o i n t  P wh e r e  t h e  s t r e s s  i s  

e v a l u a t e d  

z =  d e p t h  o f  p o i n t  P

1  -  2 v

2 ( 1 - v )

v  = Po i s s o n ' s  r a t i o  o f  t h e  s o i l  
X = p a r a me t e r  wi t h  v a l u e s  2,  3 o r  4

Ob s e r v e  t h a t  wh e n  X =  3,  i n  F r ö h l i c h ' s 
e q u a t i o n ,  o n e  o b t a i n s  t h e  Bo u s s i n e s q ' s  

e q u a t i o n .

I n  o r d e r  t o  d e t e r mi n e  t h e  n o r ma l  s t r e s s  o
z

c a u s e d  b y  a  u n i f o r m v e r t i c a l  l o a d ,  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  i n t e g r a t e  t h e  e x p r e s s i o n  g i v e n  b y  

t h e  f o r mu l a s  ( 1) ,  ( 2)  o r  ( 3)  o v e r  t h e  a r e a  

wh e r e  t h e  l o a d  i s  d i s t r i b u t e d .

An  e x a c t  s o l u t i o n ,  i s  k n o wn  f o r  t h e  s t r e s s  

u n d e r  t h e  c o r n e r  o f  a  r e c t a n g u l a r  a r e a  

u n i f o r ml y  l o a d e d  ( Fa d u m)  a n d  s o me  a p p r o x i ma t e  

s o l u t i o n s  a r e  k n o wn  f o r  t h e  c a s e  o f  a n  a r e a  o f

a n y  s h a p e ,  s u c h  a s  t h o s e  p r o p o s e d  b y  H.  G.  

Po u l o s  i n  1 9  74 wh o  u s e d  t h e  s o  c a l l e d  s e c t o r  

me t h o d ,  a s  we l l  a s  t h e  p o p u l a r  c h a r t  b y  N.  M.  
Ne wma r k  ( 1 9 4 2 ) .

T h e r e  i s  n o  k n o wn  s o l u t i o n  f o r  a n  a r e a  o f  a n y  

p o l y g o n a l  s h a p e .  T h i s  p a p e r  p r e s e n t s  a  me t h o d  
c o n d u c i v e  t o  a n  e x a c t  s o l u t i o n .

I NT EGRAT I ON OF  T HE ST RESS UNDER A  VERT EX OF  A  

UNI F ORML Y L OADED T RI ANGUL AR AREA

T h e  s t r e s s  a z i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i o n  u n d e r

t h e  c e n t e r  P o f  a  c i r c u l a r  s e c t o r  ( Fi g .  1)  

wi t h  r a d i u s  R a n d  c e n t r a l  a n g l e  0,  l o a d e d  wi t h  

a  u n i f o r ml y  d i s t r i b u t e d  v e r t i c a l  l o a d  q.  T h e  

v a r i o u s  s o l u t i o n s  a r e
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Us i n g  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  ( 4) ,  ( 5)  o r  ( 6)  i t  
i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a u n d e r  a  v e r t e x  P o f

a n y  t r i a n g l e .  I n  F i g .  2 a  d i f f e r e n t i a l  
c i r c u l a r  s e c t o r  wh o s e  c e n t r a l  a n g l e  i s  d O i s  
c o n s i d e r e d .  T h e  d i s t a n c e  R i s  a  f u n c t i o n  o f  0 
a s  s h o wn  i n  t h e  f i g u r e :

R =  H s e c ©

F i g .  2 T r i a n g u l a r  Ar e a

T h e  f o l l o wi n g  s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d

( i )  Bo u s s i n e s q ' s  e q u a t i o n

a z “  2 ^  Î  f  1 "  a 3 [ a 2 + s e c 2 0 ]  7 jd0
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( i i i )  F r ö h l i c h ' s  e q u a t i o n

I n t e g r a t i n g  wi t h  X =  2,  we  o b t a i n

a -  q -t a n
' t a n 0 2'

- t a n ” '
‘ t a n ©i '

[  ( 9)
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I n t e g r a t i n g  wi t h  X =  4,  we  o b t a i n
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( / ^ ) " tan \ r ^ ) i

t a n 0 2 t a n 0 i  1 )
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T h e  p r o c e s s  o f  i n t e g r a t i o n  wa s ,  i n  g e n e r a l ,  
s i mp l e .  Ho we v e r  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  Bo u s s i n e s q ' s  
e q u a t i o n  t h e  i n t e g r a t i o n  wa s  r a t h e r  c o mp l i c a t e d .
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wh e r e  a  i s  t h e  r a t i o  z / H a n d  H i s  t h e  
h e i g h t  o f  t h e  t r i a n g l e

( i i )  We s t e r g a a r d ' s  e q u a t i o n

0 1
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+ t a n

J.b 2+ s e c 202 

b  t a n 0

Jb2+s ec 20=1)
( 8)

wh e r e  b  i s  t h e  r a t i o  z / H mu l t i p l i e d  

b y  t h e  c o n s t a n t  K.

I NT EGRAT I ON F OR AN A RE A  OF  ANY POL YGONAL  SHAPE

Si n c e  a  p o l y g o n  c a n  b e  s u b d i v i d e d  i n  t r i a n g u l a r  

a r e a s  ( Fi g .  3) ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a p p l y  t h e  

i n t e g r a t i o n  f o r mu l a s  o b t a i n e d  a b o v e  i n  

s e q u e n t i a l  f o r m t o  a l l  t h e  r e s u l t i n g  t r i a n g l e s .

( x „ , y „ )

2 ( X2 , y 2 )

1 ( x l f y i )

F i g .  3 Po l y g o n a l  Un i f o r ml y  L o a d e d

I n  Fi g .  3,  t h e  t r i a n g l e s  P1 2 ,  P2 3  a n d  P3 4  g i v e  

a  p o s i t i v e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  a z ~ v a l u e s  u n d e r

P wh i l e  t h e  t r i a n g l e s  P4 5  a n d  P5 1  c o n t r i b u t e  

n e g a t i v e l y .  No t e  t h a t  t h e  n u mb e r i n g  o f  t h e  

v e r t i c e s  i s  c o u n t e r c l o c k wi s e .

T h e  f o r mu l a s  f o r  a  p o l y g o n  o f  n  v e r t i c e s  wi l l  

b e  o b t a i n e d  a p p l y i n g  r e i t e r a t e d l y  t h e  e q u a t i o n s  

( 7) ,  ( 8) ,  ( 9)  o r  ( 10)  a t  t h e  n - t r i a n g l e s  f o r me d  

b y  t h e  p o i n t  P a n d  t wo  c o n s e c u t i v e  v e r t i c e s  i  

a n d  i + 1 .
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( i )  B o u s s i n e s q 1 s e q u a t i o n
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CONCL USI ONS

Wi t h  t h e  p r o p o s e d  f o r mu l a s  ( 11) ,  ( 12) ,  ( 13)  o r
( 14)  wi l l  b e  e a s y  t o  c a l c u l a t e  t h e  n o r ma l  

s t r e s s  a z a t  a n y  p o i n t  P wi t h i n  a  s o i l  l o a d e d

b y  a  u n i f o r m v e r t i c a l  l o a d  d i s t r i b u t e d  o v e r  a 

p o l y g o n a l  a r e a .  I n  f a c t  o n e  o f  t h e  a u t h o r  ( C.  

Ca s a l e s  G. )  h a s  wr i t t e n  a  c o mp u t e r - p r o g r a m f o r  

t h e  d e t e r mi n a t i o n  o f  a i n  a  HP- 4 1 CV c o mp u t e r .
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