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An exact finite element for beams on elastic foundation

Un élément fini exact pour les poutres sur fondation élastique
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SYNOPSI S An  e x a c t  s t i f f n e s s  ma t r i x  f o r  a  b e a m on e l a s t i c  f o u n d a t i o n  h a s  r e c e n t l y  b e e n  d e v e l o p e d

by  t he  au t h o r s ,  l e a d i n g  t o  e x a c t  s o l u t i o n s  wi t h  o n l y  a  s ma l l  n u mb e r  o f  e l emen t s .  A g e n e r a l  f o r mu l a t i o n  

i s  p r e s e n t e d  wh i c h  c o n s i d e r s  t r a n s v e r s e  as  we l l  as  a x i a l  l oad i ng .  Th e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  i s  a l s o  

g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  l i n e a r  a n d  r o t a t i o n a l  s p r i n g  a n d  s h e a r  i n t e r a c t i o n  b e t we e n  s p r i ngs .  St i f f n e s s  

t e r ms  a r e  d e r i v e d  f r o m t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  equa t i o n .  Th e  e x a c t  s t i f f n e s s  

a p p r o a c h  r e q u i r e s  n o d a l  p o i n t s  o n l y  a t  p o i n t s  o f  a b r u p t  c h a n g e s  i n l oad i ng ,  s t i f f n e s s  o r  l o c a l  s uppo r t s .  

The  e f f i c i e n c y  o f  t he  p r e s e n t  f o r mu l a t i o n  i s  d e mo n s t r a t e d  t h r o u g h  n u me r i c a l  ex amp l es *

I  I NTRODUCTI ON

T' he p r o b l e m o f  a  b e a m on  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  has  

been  t r e a t e d  b y  n u me r o u s  a u t h o r s  ^ He t e n y i  ( 1964) J  . 

Fi n i t e  Di f f e r e n c e  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  a p p l i e d  

[ Be a u f a i t  a n d  Ho a d l e y  ( 1980) J  t o  y i e l d  a p p r o x i ma t e  

s o l u t i o n  wh i c h  c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  

when  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  me s h  i s  r e f i ned .

Fi n i t e  e l e me n t  a p p r o x i ma t e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m 

ma y  r o u g h l y  b e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  b e a m e l e me n t s  t o  

wh i c h  d i s c r e t e  s p r i n g s  a r e  c o n n e c t e d  t o  t h e  mo d e l s  

[ Cook  ( 1981) ]  . A  mo r e  c o mp l i c a t e d  mo d e l  i n wh i c h  

t he  f o u n d a t i o n  s p r i n g s  a r e  s me a r e d  i s  p r e s e n t e d  

by  Co o k  ( 1981)  a n d  Mo h r  ( 1980)  h o we v e r  t h e  s h a p e  

f un c t i o n  o f  a  f r e e  b e a m i s  u s e d  i n t h e s e  f o u n d a t i o n s  

t hus  y i e l d i n g  a p p r o x i ma t e  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m.

Re c e n t l y  an  e x a c t  f i n i t e  e l e me n t  s t i f f n e s s  ma t r i x  

f ar  a b e a m on  a  Wi n k l e r  f o u n d a t i o n  h a s  b e e n  

d e v e l o p e d  b y  t h e  a u t h o r s  ^ Ei s e n b e r g e r  a n d  

Ya n k e l e v s k y  ( 1984) ] .  I n a  l a t e r  wo r k  a g e n e r a l  

f o u n d a t i o n  f o r  t h e  e x a c t  s t i f f n e s s  ma t r i x  o f  b e a m 

Co l u mn s  o n  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  i s  p r e s e n t e d  

( Yn a k e l e v s k y  a n d  Ei s e n b e r g e r ,  ( 1984) ] .  Re c e n t  wo r k  

by  Zh a o h u a  a n d  Co o k  ( 1983)  g e n e r a l i z e d  t h e  e l a s t i c  

f ounda t i on .  I n t h e  p r e s e n t  p a p e r  a  g e n e r a l  e x a c t  

f i n i t e  e l e me n t  f o r mu l a t i o n  f o r  a  b e a m s u b j e c t e d  t o  

t r a n s v e r s e  a n d  a x i a l  f o r c e  r e s t i n g  on  a  g e n e r a l i z e d  

e l a s t i c  f o u n d a t i o n  i s  d e r i v e d  a n d  n u me r i c a l  

e x a mp l e s  a r e  s hown.

BASI C EQUATI ONS

A b e a m c o l u mn  on  a  g e n e r a l i z e d  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  

as  s h o wn  h e r e u n d e r ,  ¿g c o n s i d e r e d .  Th e  b e a m

i s  s u b j e c t e d  t o  t r a n s v e r s e  l o a d i n g  a n d  a  p a i r  o f  

t e n s i l e  a x i a l  f o r c e s  N,  a c t i n g  a t  t h e  e n d  c r o s s  

s ec t i ons .  Th e  g e n e r a l i z e d  f o u n d a t i o n  i s  c o mp o s e d  

of  t h r e e  c o mp o n e n t s :

( a)  Wi n k l e r  t y p e  s p r i n g s  f wi n k l e r  ( 1867 ) J , 

d e f i n e d  b y  t h e  Wi n k l e r  f o u n d a t i o n  mo d u l u s  k  

wh i c h  a p p l y  a  r e a c t i o n  k * y ( x )  b e i n g  n o r ma l  

t o  t h e  u n d e f o r me d  b e a m a x i s  a n d  d i r e c t l y  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  b e a m d e f l e c t i o n  y ( x ) .

( b)  Pa s t e r n a k  [ s e l v a d u r a i  ( 1 9 7 9 )J s h e a r  

i n t e r a c t i o n  b e t we e n  s p r i n g s  wh i c h  r e s u l t s  b y  

a r e a c t i o n  c o mp o n e n t  n o r ma l  t o  t h e  beam.  Th e

s h e a r  p r o p e r t y  i s  d e f i n e d  b y  t h e  p a r a me t e r  k  

y i e l d s  a r e a c t i o n  k s * y " ( x )  .

( c)  Ro t a t i o n a l  s p r i n g s  wh i c h  a p p l y  r e a c t i o n

mo me n t s  b e i n g  p r o p o r t i o n a l  t h e  t h e  a n g l e  o f  

r o t a t i o n  t h r o u g h  t h e  p a r a me t e r  k & . Th e

d i s t r i b u t e d  mo me n t  ma y  b e  r e p l a c e d  b y  

e q u i v a l e n t  s h e a r  k ^ » y " ( x ) .

Fo r c e  e q u i l i b r i u m i n  y  d i r e c t i o n  o f  an  i n f i n i t e ­

s i ma l  e l e me n t  y i e l d s :

d s  ( x)  

dx
= p( x )  -  q( x ) ( 1)

wh e r e :  s ( x )  i s  t h e  s h e a r  f o r c e

q( x )  i s  t h e  a p p l i e d  t r a n s v e r s e  l o a d i n g  

p( x )  i s  t h e  f o u n d a t i o n  r e a c t i o n :

p( x )  = k  y ( x )  -  k  * y " ( x )  -  kA y " ( x )  (2)
s 9

Mo me n t  e q u i l i b r i u m y i e l d s :

N d j U L  _■ s ( x ,
d x  dx

( 3)

a n d  t h e  mo me n t  c u r v a t u r e  e q u a t i o n  i s :

Ei <Lxi*L = M(x)
d x

( 4)

F r o m eqs .  1- 4  we  o b t a i n  t h e  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n :

EI  D ^ W  + k y ( x )  =  q( x )  { 5)

d x  dx

i n  wh i c h :

( 5a)

Th e  h o mo g e n e o u s  s o l u t i o n  o f  eq.  5 b e c o me s :  

y ( x )  = C^ c o s &x  c o s h a x  +  C2c o s 0x  s i n h a x  +

+ C^ s i n Bx  c o s h a x  +  C^ s i n Bx  s i n h a x  (6)
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F i g .  1  D e f i n i t i o n  o f  S t i f f n e s s  T e r ms
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i n  w h i c h :

a  =  / F + 6

6 = n * -  6

X =
» 4 E I

6 =

I 4 E I

D

4 E I

( 6 a)

( 6b )

( 6 c )

<6 d)

VA El= 4 5 0 0 0  KNm2

J )
i i s s is s :

►  X

L  = I m

i -

L= Im

S T I F F N E S S  M A T R I X

C o n s i d e r  a  f i n i t e  e l e me n t  o f  a  b e a m o n  a  g e n e r a l i z e d  

e l a s t i c  f o u n d a t i o n .  T h e  b a s i c  d e f i n i t i o n  f o r  t h e  

s t i f f n e s s  t e r ms  o f  t h a t  e l e me n t  a r e  s h o w n  i n  F i g .  1 .  

T h e s e  a r e  t h e  t e r ms  o f  t h e  s y mme t r i c  4 x 4  s t i f f n e s s  

ma t r i x  o f  w h i c h  t h e  v a l u e s  ma y  e a s i l y  b e  f o u n d  b y  

s u b s t i t u t i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e n d  c o n d i t i o n s  i n t o  

e q .  6 . A s  a  r e s u l t  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  

t h e  s t i f f n e s s  t e r ms  a r e  f o u n d  f ï a n k e l e v s k y  a n d  

E i s e n b e r g e r  ( 1 9 8 4 ) 1  :

S 1 3 =  -

S 2 3 =  -

4 a B X  E i  

M

4 a B A  e i  

M

2 X 2 E I f

£asin0£ coshafi. + ̂ c os &Z sinhai.J=

s i n B £  s i n h a £  =  S _  =  - S ,  =  - S , .
3 2  1 4  4 1

3 1

( 7)

( 8)

4 3

3 3

4 a 8 X  e i  

M

S22

2 4

[a2sin20£ + 02sinh2afl,J= S34=_S12~_S21 

£f3sinhaJt coshai, +  asin0£ cos$&J =  S  

_ 2ot0EI Tftsinhai. costail? - asinB^ cosB^J (11)
4 4  M  L f  J

j f s i n h a J i  c o s Bi .  -  a s i _ n 0 Jl  c o s h a i l j

( 9 )

11

( 10)

S 4 2 =  -
( 12)

T h e s e  a r e  e x a c t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s t i f f n e s s  a s  

t h e y  a r e  d e r i v e d  f r o m t h e  e x a c t  s o l u t i o n .  A s  a  

r e s u l t  a n  e x a c t  d i s p l a c e me n t  f i e l d  i s  o b t a i n e d  

a n d  t h e r e f o r e  w h e n  c o n t i n u i t y  c o n d i t i o n s  e x i s t s  

a l o n g  a  c e r t a i n  p a r t  o f  t h e  b e a m,  a  s i n g l e  f i n i t e  

e l e me n t  i s  s u f f i c i e n t  t o  y i e l d  a n  e x a c t  s o l u t i o n .  

N o d e s  a r e  t h e r e f o r e  p l a c e d  a t  p o i n t s  o f  a b r u p t  

c h a n g e s  i n  l o a d i n g ,  f o u n d a t i o n  o r  b e a m s t i f f n e s s e s  

a n d  l o c a l  s u p p o r t s .  T h e  s t i f f n e s s  ma t r i x  h a s  b e e n  

i n c o r p o r a t e d  i n t o  a  b e a m p r o g r a m,  a n d  i t s  s o l u t i o n  

i s  v e r y  e f f i c i e n t  b e c a u s e  o n l y  a  s ma l l  n u mb e r  o f  

e l e me n t s  i s  r e q u i r e d  t o  y i e l d  a n  e x a c t  s o l u t i o n .

N U ME R I C A L  E X A MP L E S

E x a mp l e  1 :  T h e  b e a m a n a l y s e d  b y  H e t e n y i  ( 1 9 6 4 )  w a s  

s o l v e d  u s i n g  t h e  c o mp u t e r  p r o g r a m ( F i g .  2 ) .  F o r  

t h i s  l o a d i n g  s y s t e m,  4  e l e me n t s  a r e  r e q u i r e d  t o  

o b t a i n  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  ( e l e me n t s  A B ,  B C ,  C D ,  a n d  

D E ) . T h e  r e s u l t i n g  g r o u n d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  

a n d  b e n d i n g  mo me n t  d i a g r a m a r e  s h o w n  i n  t h e  F i g u r e ,  

a n d  t h e s e  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  g i v e n  b y  H e t e n y i .

F o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  g e n e r a l i z e d  f o u n d a t i o n  i s  

n o n  z e r o  ( i . e .  p a s t e m a k  mo d e l ,  r o t a t i o n a l  s p r i n g s  

mo d e l ,  a x i a l  f o r c e ,  o r  c o mb i n a t i o n  o f  t h e  a b o v e ,

D 0 )  t h e  f i g u r e  s h o w s  d i f f e r e n t  g r o u n d  p r e s s u r e  

d i s t r i b u t i o n  a n d  b e n d i n g  mo me n t  d i a g r a m.  A s  c a n  

b e  s e e n  t h e s e  a r e  s i g n i f i c a n t  c h a n g e s .

E x a mp l e  2 :  A  s i mp l y  s u p p o r t e d  b e a m o n  e l a s t i c  

f o u n d a t i o n  ( F i g .  3)  w a s  a n a l y s e d  b y  Mo h r  ( 1 9 8 0 )  

u s i n g  a  c o n t a c t  s t i f f n e s s  ma t r i x .

F i g .  3  E x a mp l e  2 .  -  G e o me t r y  a n d  L o a d i n g

T h e  s a me  p r o b l e m i s  s o l v e d  b y  t h e  p r o p o s e d  s t i f f n e s s  

ma t r i x  f o r mu l a t i o n  u s i n g  o n e  s e g me n t ,  f o r  d i f f e r e n t  

v a l u e s  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  f o u n d a t i o n  mo d u l u s  D.

T h e  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  1 .  R e s u l t s  a r e  g i v e n  

f o r  t h e  f o l l o w i n g  q u a n t i t i e s ;  r o t a t i o n  a n g l e  a t  t h e  

s u p p o r t ,  d e f l e c t i o n  u n d e r  t h e  a p p l i e d  l o a d , r e a c t i o n ,  

a n d  b e n d i n g  mo me n t  u n d e r  t h e  a p p l i e d  l o a d .  A l l  t h e  

v a l u e s  a r e  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  a p p l i e d  f o r c e ,  F .

T A B L E  I

D

K N
^ 5

x l O R a d

R

-2  
x l O K N

6

- 4  
x l O c m

M

K N - m

- 1 5 0 0 0 . 1 . 0 9 8 - 0 . 6 0 2  ' 0 . 8 6 0 7 0 . 1 8 3 2

- 10 0 0 0 . 1 . 0 8 6 - 0 . 0 9 8 0 . 8 5 2 5 0 . 1 8 2 0

- 5 0 0 0 . 1 . 0 7 5 0 .  3 9 6 0 . 8 4 4 4 0 . 1 8 0 9

0 . 1 . 0 6 4 0 . 8 8 0 0 . 8 3 6 6 0 . 1 7 9 8

5 0 0 0 . 1 . 0 5 3 1 .  3 5 5 0 . 8 2 8 8 0 . 1 7 8 7

10 0 0 0 . 1 . 0 4 2 1 . 8 2 1 0 . 8 2 1 2 0 . 1 7 7 7

1 5 0 0 0 . 1 . 0 3 2 2 . 2 7 9 0 . 8 1 3 7 0 . 1 7 6 6

C ON C L U S I O N S

T h e  p a p e r  p r e s e n t s  t h e  e x a c t  s t i f f n e s s  ma t r i x  o f  a  

b e a m s u b j e c t e d  t o  t r a n s v e r s e  a n d  a x i a l  l o a d  r e s i n g  

o n  a  g e n e r a l i z e d  e l a s t i c  f o u n d a t i o n .  T h e  f o u n d a t i o n  

i s  c o mp o s e d  o f  Wi n k l e r  s p r i n g s  i n c l u d i n g  s h e a r  

t r a n s f e r  a n d  r o t a t i o n a l  s p r i n g s .  A n  e x a c t  s o l u t i o n  

ma y  b e  a c h i e v e d  b y  u s i n g  a  s ma l l  n u mb e r  o f  e l e me n t s .  

N o d e s  a r e  p l a c e d  a t  p o i n t s  o f  a b r u p t  c h a n g e  i n  

l o a d i n g ,  s t i f f n e s s  o r  a t  t h e  l o c a t i o n  o f  l o c a l  

s u p p o r t s .  T h e  s t i f f n e s s  ma t r i x  i s  e a s i l y  a s s e mb l e d  

i n t o  a  b e a m p r o g r a m a n d  e f f i c i e n t  a n d  e x a c t  s o l u t i o n s  

a r e  o b t a i n e d .
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