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Probabilistic theory and kinematical element method

Théorie probabiliste et méthode des éléments kinématiques

P. GUSSM ANN, Professor of Soil Mechanics, University of Stuttgart, FRG 

H. OCHMANN, Dipl.-Ing., University of Stuttgart, FRG

S Y N OP S I S  P r o b a b i l i s t i c  t h e o r y  i n  c o mb i n a t i o n  w i t h  t h e  K i n e ma t i c a l  E l e me n t  Me t h o d  ( KEM)

s e e ms  t o  b e  a n  a d e q u a t e  me t h o d  f o r  a  g r e a t  n u mb e r  o f  d i f f e r e n t  s o i l  me c h a n i c s  a n d  f o u n d a t i o n  e n g i ­

n e e r i n g  p r o b l e ms .  A p p l i e d  t o  s l o p e  s t a b i l i t y  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  e v e n  w i t h  a  h i g h l y  c o mp l i c a t e d  
f a i l u r e  me c h a n i s m c o n v e r g e n c y  c a n  b e  a c h i e v e d .

I N T R OD U C T I ON

F o r  ma n y  s l o p e s ,  d a ms  o r  r e t a i n i n g  s t r u c t u r e s  
a n d  c u t - o f f - w a l l s  t h e  p r o b a b i l i s t i c  a n a l y s i s  
s e e ms  t o  b e c o me  mo r e  a n d  mo r e  a n  a p p r o p r i a t e  
wa y  o f  c o n s i d e r i n g  t h e  p r o b l e m r a t h e r  t h a n  t h e  
d e t e r mi n i s t i c  o n e .  T h e  r e a s o n  i s  t h a t  t h e  me c h a ­

n i c a l  b e h a v i o u r  o f  s o i l  i n  t e r ms  o f  d e n s i t y ,  
p e r me a b i l i t y ,  w a t e r  c o n t e n t ,  d e f o r ma t i o n  c o n d i ­

t i o n s  a n d  s t r e n g t h  w i l l  b e  d i s t r i b u t e d  i n  s p a c e  
a n d  t i me  w i t h i n  t h e  e a r t h  s t r u c t u r e  a l w a y s  i n  a 
r e l a t i v e l y  r a n d o m ma n n e r  - i n s p i t e  a l l  s i t e  c o n ­

t r o l s  .

T o  q u a n t i f y  t h e  r e l i a b i l i t y  o f  a  s t r u c t u r e  i n  a 
s t a t i s t i c a l  w a y  a  me c h a n i c a l  mo d e l  f o r  d i f f e r e n t  
f a i l u r e  s i t u a t i o n s  mu s t  b e  i mp l e me n t e d  i n t o  t h e  
p r o b a b i l i s t i c  t h e o r y .  T h i s  mo d e l  s h o u l d  b e  f l e ­

x i b l e  e n o u g h  t o  r e p r e s e n t  v a r i a b l e  g e o me t r y  a n d  
s t r e n g t h  b e h a v i o u r  a n d ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d , s i mp l e  
e n o u g h  t o  p e r mi t  a  g r e a t  n u mb e r  o f  c a l c u l a t i o n s .  
On e  o f  t h e  o b j e c t i v e s  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  s h o w  
t h a t  t h e  K i n e ma t i c a l  E l e me n t  Me t h o d  i s  s u c h  a 
mo d e l .

P R OB A B I L I S T I C  T H E OR Y

t h e  f a i l u r e  s u r f a c e  w i l l  b e  a p p r o x i ma t e d  b y  a 
t a n g e n t  h y p e r p l a n e  i n  a  c o mmo n  p o i n t .

T h i s  p o i n t  o f  d e s i g n  ( P* )  h a s  t o  b e  f o u n d  b y  
i  t e r a t i o n .

T h e  p r o c e d u r e  i s  d o n e  a s  f o l l o ws :

- d e t e r mi n a t i o n  o f  t h e  b a s i c  v a r i a b l e s  a n d  t h e i r  
d i s t r i b u t i o n s  ( ( x ^ ) - s y s t e m) ,

- d e c o u p l i n g  o f  t h e  b a s i c  v a r i a b l e s ;  n o n - Ga u s s -  
d i s t r i b u t e d  v a r i a b l e s  h a v e  t o  b e  a p p r o x i ma t e d  
b y  Ga u s s - d i s t r i b u t i o n s  ( ( x ^ ) - s y s t e m) ,

- t r a n s f o r ma t i o n  o f  t h e  s y s t e m i n t o  a  s t a n d a r d ­

i z e d  i n d e p e n d e n t  s y s t e m ( ( u ^ ) - s y s t e m) ,

- l i n e a r i s a t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n  o f  f a i l u r e  
g ( u )  b y  a  T a y  l o r - e x p a n s i o n  i n  t h e  p o i n t  o f  
d e s i g n  ( P * ) =  ( u * ) ,

- i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  e x p a n s i o n  a s  a  h y p e r ­

p l a n e ;  t h e  a b s o l u t e  t e r m o f  t h i s  t a n g e n t i a l  
p l a n e  r e p r e s e n t s  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  ( 0 )  
w h i c h  i s  d e n o t e d  a s  s a f e t y  i n d e x  .

I n  r e c e n t  y e a r s  e n g i n e e r s  t r i e d  t o  d e f i n e  t h e  
s a f e t y  o f  a  s t r u c t u r e  b y  me a n s  o f  a  p r o b a b i l i s t ­

i c  c o n c e p t ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  f i e l d  o f  s t r u c ­

t u r a l  e n g i n e e r i n g .

T h e  r e s u l t s  o f  a  p r o b a b i l i s t i c  a n a l y s i s  a r e  t h e  
p r o b a b i l i t y  o f  f a i l u r e  ( p ^ )  o f  a  s y s t e m a n d  a 
s t a t e me n t  a b o u t  t h e  i mp o r t a n c e  ( ot . ) o f  t h e  i n ­

v o l v e d  p a r a me t e r s ,  t h e  s o - c a l l e d  b a s i c  v a r i a b l e s  
( x . )  . T h e  r e s u l t  r e f l e c t s  t h e  s a f e t y  i n c l u d i n g  
a l l  p o s s i b l e  c o mb i n a t i o n s  o f  ma t e r i a l  p r o p e r t i e s  
a n d  l o a d s .  I n  t r a d i t i o n a l  a n a l y s i s  t h i s  i s  o n l y  
p o s s i b l e  b y  me a n s  o f  a  p a r a me t e r  v a r i a t i o n .  Mo r e  
r e c e n t  a p p r o a c h e s  t r y  t o  i n t r o d u c e  t h e  ma t e r i a l  
b e h a v i o u r  a n d  t h e  b e h a v o u r  d u e  t h e  l o a d s  i n t o  
t h e  c a l c u l a t i o n  b y  me a n s  o f  t h e i r  d i s t r i b u t ­

i o n s  .

A me a s u r e  f o r  t h e  f a c t o r  o f  s a f e t y  i s  - a c c o r d i n g  
t o  H a s h o f e r / L i n d  ( 1 9 7 4 ) -  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  
i n  t h e  s t a n d a r d i z e d  n u me r i c a l  s y s t e m f r o m t h e  
o r i g i n  t o  t h e  g e n e r a l l y  c u r v e d  f a i l u r e  s u r f a c e .  
I t  i s  c a l c u l a t e d  b y  a  s u i t a b l e  a l g o r i t h m w h e r e

- i t e r a t i o n ;  t h e  v e c t o r  ( u )  o f  t h e  ( i ) t h  s t e p  
i s  t a k e n  a s  t h e  p o i n t  o f  d e s i g n  f o r  t h e  
( i  +  1 ) t h  s t e p  u n t i l  t h e  c o n d i t i o n  (J . B.

£  e i s  s a t i s f i e d .  N o r ma l l y  t h i s  me t h o d  wi l l  
c o n v e r g e  r a p i d l y  ( F o r mu l a s  s e e  a p p e n d i x  A1 ) .

I n t o  t h e  p r o b a b i l i s t i c  c o n c e p t  t h e  K E M i s  
i n t r o d u c e d  a s  a  s y s t e m s t a t e  d e s c r i p t i o n .  T h e  
o b j e c t  f u n c t i o n  ( f )  i t s e l f  o r  t h e  r e s u l t i n g  
f o r c e  ( RS)  o f  t h e  d i s p l a c e d  e l e me n t  i s  t a k e n  a s  
t h e  s y s t e m d e s c r i p t i o n .  F o r  RS > 0 t h e  s y s t e m i s  
s a f e ,  f o r  RS  < 0 i t  i s  u n s a f e  a n d  i f  RS  =  0 ,  t h e  
c r i t i c a l  s t a t e  o c c u r s  S t u r m/ Mi k o t a  ( 1 9 8 3 ) .

K I N E MA T I C A L  E L E ME N T  ME T H OD

T h e  K E M i s  a n  u p p e r  b o u n d  me t h o d  i n  l i mi t  l o a d  
t h e o r y ;  i t  c o n s i s t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s  
( Gu s s ma n n ,  1 9 8 2 ) :

-  d e s i g n  o f  a n  a d mi s s i b l e  a n d  a p p r o p r i a t e  f a i ­

l u r e  me c h a n i s m o f  r i g i d  b l o c k s ;

-  f a i l u r e  c r i t e r i a  ( mo s t l y  Mo h r - C o u l o mb )  t o  b e
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d e f i n e d  a t  t h e  b o u n d a r i e s ;

-  ma t h e ma t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  g e o me t r y  a n d  
a s s i g n me n t  o f  e l e me n t s ,  b o u n d a r i e s  a n d  n o d e s  
( t o p o l o g y ) ;

-  k i n e ma t i c  a n a l y s i s ;

-  s t a t i c  a n a l y s i s ;

-  d e f i n i t i o n  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  t o  b e  
mi n i mi  z e d ;

-  v a r i a t i o n  o f  t h e  g e o me t r y  b y  me a n s  o f  o p t i mi ­

z a t i o n  p r o c e d u r e s .

F o r  p r o b l e ms  a c c o r d i n g  t o  f a i l u r e  me c h a n i s ms  
l i k e  t h o s e  o f  F i g .  1 ,  t h e  k i n e ma t i c s  c a n  b e  s o l ­

v e d  b y  a  s u c c e s s i v e  s o l u t i o n  o f  t wo  l i n e a r  e q u a ­

t i o n s  f o r  t wo  u n k n o w n  d i s p l a c e me n t s  a n d  t h e  s t a ­

t i c s  i n  a  s i mi l a r  w a y  f o r  t wo  u n k n o w n  b o u n d a r y  
f o r c e s  f o r  e a c h  e l e me n t  ( s e e  a p p e n d i x  A 2 ) .

-  g r a f i c a l l y  s u p p o r t e d  i n t e r a c t i v e  o p t i mi z a t i o n  
p r o c e d u r e ;

-  v a r i o u s  o p t i mi z a t i o n  l e v e l s ,  s t a r t i n g  w i t h  a 
r o b u s t  a n d  s i mp l e  ( b u t  mo s t l y  s l o w)  p r o c e d u r e

w i t h o u t  a n y  u s e  o f  d e r i v a t i v e s ,  a n d  e n d i n g  
w i t h  a  h i g h l y  s o p h i s t i c a t e d  o p t i mi z a t i o n  p r o ­

c e d u r e  ( D a v i d o n / N a z a r e t h , 1 9 7 7 ) .

T h e  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s  p r o b l e m s h o u l d  a l s o  
n o t  b e  t r e a t e d  b y  ma t h e ma t i c a l l y  me a n s  o n l y  ( p e ­

n a l t y  f u n c t i o n )  b u t  i t  s h o u l d  b e  s e a r c h e d  f o r  a 
s t a r t i n g  g e o me t r y  w i t h o u t  a c t i v e  c o n s t r a i n t s .  
T h e  a u t h o r s  f o u n d  o u t  , t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  
c o n s t r a i n t s ,  w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  
o p t i mi z a t i o n ,  w i l l  o n l y  b e  s ma l l  a n d  w o u l d  n o r ­

ma l l y  d i s a p p e a r  w i t h o u t  f u r t h e r  a c t i o n .

I t  s h o u l d  a l s o  n o t e d ,  t h a t  t h e  c o mb i n e d  p r o b l e m 
c a n  b e  s o l v e d  e v e n  
r e a s o n a b l e  t i me .

o n  a  mi c r o - c o mp u t e r  w i t h i n

T o  a v o i d  i n t e r n a l  i t e r a t i o n s  f o r  a  s l o p e  s t a b i ­

l i t y  p r o b l e m t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  s h o u l d  b e  
d e f i n e d  r a t h e r  i n  t e r ms  o f  f o r c e s  o r  e n e r g y  t h a n  
a s  a  f a c t o r  o f  s a f e t y .

T h e  o p t i mi z a t i o n  p r o c e d u r e  i n  f i n d i n g  t h e  a b s o ­

l u t e  mi n i mu m o f  t h e  c h o s e n  f u n c t i o n  w i t h  d u e  
c o n s i d e r a t i o n  o f  n o n l i n e a r  i n e q u a l i t y  c o n ­

s t r a i n t s  ( n o  t e n s i o n  f o r c e s ,  n o  o v e r l a p p i n g  o f  
e l e me n t s  d u r i n g  t h e  v a r i a t i o n  o f  g e o me t r y )  i s  
t h e  ma i n  n u me r i c a l  p r o b l e m o f  t h e  me t h o d .  T h i s  
w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .

N U ME R I C A L  T R E A T ME N T

T h e  c o mb i n a t i o n  o f  t h e  p r o b a b i l i s t i c  t h e o r y  w i t h  
mi n i mi z i n g  t h e  r e l i a b i l i t y - i n d e x  r e l a t e d  t o  t h e  
b a s i c  v a r i a b l e s  ( i . e .  s h e a r  p a r a me t e r s ,  we i g h t ,  
h y d r o s t a t i c  a n d  s t a t i c  l o a d s ) ,  a n d  t h e  K E M -  
w i t h  a n  i n t e r n a l  mi n i mi z a t i o n  o f  t h e  o b j e c t i v e  
f u n c t i o n  ( wi t h  r e s p e c t  t o  g e o me t r y ) -  w o u l d  s e e m 
t o  b e  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  c o n v e r g e n c y .  B u t  i n ­

s p i t e  o f  t h e  c o u p l e d  mi n i mi z a t i o n  p r o c e d u r e s  t h e  
d i f f i c u l t i e s  a r e  r e l e v a n t  o n l y  i n  t h e  b e g i n n i n g ;  
t h e y  r e d u c e ,  h o w e v e r ,  n o t a b l y  w i t h i n  t h e  n e i g h ­

b o u r h o o d  o f  t h e  mi n i mu m o f B  . T h e  r e a s o n s  a r e :

-  t h e  s t a r t i n g  g e o me t r y  f o r  a  s e t  o f  f i x e d  b a s i c  
v a r i a b l e s  i mp r o v e s  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  ma ­

t h e ma t i c a l  p r o c e d u r e ;

-  t h e  c h a n g e  o f  t h e  b a s i c  v a r i a b l e s  i s  s ma l l  
c l o s e  t o  t h e  mi n i mu m o f  fS .

T h e s e  p o s i t i v e  e f f e c t s  w i l l  o n l y  h o l d ,  i f  t h e  
s t a r t i n g  g e o me t r y  i s  r e a l l y  a d e q u a t e  t o  t h e  
f i r s t  s e t  o f  b a s i c  v a r i a b l e s ,  t h i s  b e i n g  t h e  
t r u l y  h a r d  p o i n t  o f  t h e  me t h o d .  I t  i s  f e l t  b y  
t h e  a u t h o r s  t h a t  t h i s  p r o b l e m s h o u l d  n o t  b e  
s o l v e d  b y  me a n s  o f  h i g h l y  s o p h i s t i c a t e d  o p t i mi ­

z a t i o n  p r o c e d u r e s  o n l y ,  b u t  s h o u l d  b e  s u p p o r t e d  
b y  mo r e  p h y s i c a l l y  b a s e d  c o n s i d e r a t i o n s  ( f o r  d e ­

t a i l s  s e e  Gu s s ma n n ,  1 9 8 4 ) :

-  a d e q u a t e  f a i l u r e  g e o me t r y  a c c o r d i n g  t o  e x p e r i ­

me n t a l  t e s t s ;

-  s u c c e s s i v e  r e f i n e me n t  o f  t h e  i n t e r n a l  f a i l u r e  
me c h a n i s m - f o r  a  s e t  o f  f i x e d  b a s i c  v a r i a b l e s -  
s t a r t i n g  w i t h  a  v e r y  s i mp l e  me c h a n i s m c o n s i s ­

t i n g  a  f e w  e l e me n t s  o n l y ;

A P P L I C A T I ON  T O S L OP E  S T A B I L I T Y

T h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  c o mb i n e d  p r o c e e d i n g  ma y  
b e  i l l u s t r a t e d  w i t h  a n  e x a mp l e  o f  h o mo g e n e o u s  
s l o p e  ( s l o p e  a n g l e  3 3 . 4 ° ; h e i g h t  1 3 . 2  m;  s t r e n g t h  
p a r a me t e r s  ip a n d  c )  . T h e  u n i t  w e i g h t  y  =  2 0  k N / m3 
i s  i n t r o d u c e d  a s  f i x e d  d a t u m.  T h e  s l o p e  i s  s u b -  
d e v i d e d  i n t o  1 4  e l e me n t s .  F i g  1 . a  s h o w s  t h e  i n i ­

t i a l  g e o me t r y ,  F i g .  1 . b  t h e  o u t p u t  g e o me t r y  o f  
t h e  l a s t  i t e r a t i o n  a n d  F i g .  I . c  t h e  c o r r e s p o n ­

d i n g  f i e l d  o f  d i s p l a c e me n t s .  T h e  r e s u l t s _ w i t h  3 
c a l c u l a t i o n s  f o r  a v e r a g e  me a n  v a l u e s  <(

x  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  a 
l o ws  :

a n d  c>2 a r e  a s  f o l -

1 . E x a mp l e

I n p u t :  Ga u s s  N-  d i s t r i b u t i o n  f o r  , x 2 

x  =  1 9 . 5 ° ;  o =  4 . 6 "

* 2 = 1 0 . 0  k N / m2 , a 2 -  3 - 0  k N / m2 

f  =  2 0 . 0  k N / m1 

O u t p u t : 1 .  I t e r a t i o n :  RS ( 1 )  =  4 . 5  k N/ m 

7 .  ( =  l a s t )  I t e r a t i o n :

R S ( 7 )  =  . 0 0 0 0 0 2  k N / m

a  1 =  0 . 8 5 6  ; a  2 =  0 . 5 1 7  

B =  0  . 0 5  ; p f  =  0 . 5 0

( F = 1 . 0  a c c o r d i n g  t o  T a y l o r )

T h e  r e s u l t  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  f o l l o ws :

A n  o p e r a t i v e  p r o b a b i l i t y  o f  f a i l u r e  o f  p ^  = 5 0 % 
wa s  f i n a l l y  o b t a i n e d .  T h i s  r e s u l t  ma y  b e  c o m­

p a r e d  t o  c o n v e n t i o n a l  s l o p e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  
- s e e  e . g .  T a y l o r  ( 1 9 4 8 ) -  w h i c h  w o u l d  y i e l d  a 
f a c t o r  o f  s a f e t y  F  =  1 w i t h  t h e  a f o r e me n t i o n e d  
me a n  v a l u e s  o f  ip a n d  c .

T h e  a - v a l u e s  i n d i c a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a i l u r e  
t o  b e  mo r e  i n f l u e n c e d  b y  d e v i a t i o n s  o f  <p t h a n  
o f  c  .
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field of displacements (c)

Figure 1

2 .  E x a mp l e

I n p u t :  Ga u s s  N-  d i s t r i b u t i o n  f o r  x ^  x ^

x 1 =  21 . 0 '  ; o  1 =  6. 3°

x 2 =  1 0 . 0  k N / m2 , o 2 =  k N / m2

f  =  2 0  . 0 k N / m1

Ou t p u t :  1 .  I t e r a t i o n :  R S ( 1 )  =  3 0 9  k N / m 

1 0 .  ( =  l a s t )  I t e r a t i o n :

R S ( 1 0 )  =  0 . 0 0 0 0 0 0 0 7  k N/ m 

a 1 =  0 . 9 0 8  ; <>2 =  0 . 4 1 8  

B =  1 . 0 3 3  ; p  =  0 . 1 5  

( F =  1 . 1  a c c o r d i n g  t o  T a y l o r )

3 . E x a mp l e

I n p u t :  Ga u s s  l o g  N-  d i s t r i b u t i o n  f o r  x „ ,  x .  

x 1 =  2 7 . 0 ° ;  o 1 =  2. 9°  

x 2 a  2 5 . 0  k N / m2 , o 2 =  2 . 0  k N / m2 

T =  2 0  . 0  k N / m3

Ou t p u t :  1 .  I t e r a t i o n :  RS ( 1 )  =  i n 3 2 k N / m 

7.  ( =  l a s t )  I t e r a t i o n :

R S ( 7 ) =  0 . 0 0 0 1  2 k N/ m

<*,  =  0 . 7 6 1  ; a 2 =  0 . 6 4 8

B =  5 . 2 4 ;  P f  =  1 O ' 7

( Eg  =  1 . 8  a c c o r d i n g  t o  T a y l o r )

C ON C L U S I ON S

I t  c o u l d  b e  s h o w n  f o r  a  p a r t i c u l a r  s l o p e  s t a b i ­

l i t y  p r o b l e m - w h i c h  i s  a s s u me d  t o  b e  t y p i c a l  f o r  
t h e  s t a t i s t i c a l l y  d i s t r i b u t e d  s t r e n g t h - b e h a v i o u r  
o f  s o i l  s t r u c t u r e s -  t h a t  t h e  c o mb i n a t i o n  o f  t wo  
d i f f e r e n t  t h e o r i e s  w i t h  mi n i mi z i n g  a s p e c t s  c a n  
b e  s o l v e d  b y  a  s t a g g e r e d  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e . T h e  
r e s u l t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f a i l u r e ,  w h i c h  i s  a 
d i f f e r e n t  b u t  mo r e  a p p r o p r i a t e  me a s u r e  o f  t h e  
r e l i a b i l i t y  o f  a  s t r u c t u r e  t h a n  t h e  c o n v e n t i o n a l  
f a c t o r  o f  s a f e t y  i f  a  s t a t i s t i c a l l y  s u f f i c i e n t  
a mo u n t  o f  i n p u t  d a t a  i s  a v a i l a b l e .
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it is

ag ( u )

d(u J

n dg ( u )

[  z  <■
i =1 9 ( u^ )

) 2] . / 2

APPENDI X A1 

PROBABI L I ST I C c o n c e p t

I n d e p e n d e n d  b a s i c  v a r i a b l e s  ( x ^ ) - s y s t e m

( x)  =  ( x , , x _ , . . . x ) 
1 2  n

Me a n  v a l u e s  o f  ( x)

( x)  =  ( x , , x _ , . .  . x  )
1 ' 2'  n

St a n d a r d  d e v i a t i o n s  o f  ( x)

( o)  =  ( o,  , 0- . , . .  . 0 )
1 2  n

T r a n s f o r ma t i o n  t o  ( u . ( - s y s t e m

x . - x .
1 1  I \u.  = - - - - - - - - - - u

n  3g( u )  

[ - Ï

ß =

i =1 9( u^ )

n 9g ( u )

[  S (■
1=1 5( u.  )

) 2 ] W

P*

u.  *  =  - a  0
l  l

b e c a u s e  o f  

3g ( u )

a(u±)

6g( u )

p *  a( u . ) p*

the calculation is done in the (x.)-system.
At the end the probability of failure is evalu­
ated by:

=  ®( - 0 )

Transformed state function

g ( u )  = g ( u 1 , u2 , — u^ )

U 3

Ta y l o r  e x p a n s i o n  i n  t h e  p o i n t  P*

n  ag ( u )  
g ( u )  =  g ( u * )  +  I

i =1 a( u^ )

n  9g( u)  
g ( u )  =  g ( u * )  +  I

i =1 a l u^ )

( u . - u . * )  
P*  1

n  3g( u )  
( u . ) -  Z - - - - - - -

P*  i =1 a ( u . )
l

( u.  * )  
P*

f y p e r p l a n e

n

Z -  ( a.  u.  ) -  ß =  0 
i - 1 1 1

A P P E N D I X  A2

K I N E MA T I C A L  E L E ME N T  ME T H OD

Geometry

X . . =
3 . 1

X - X  .

3 1
= -x ; z. .= Z  . -z . z . 

1 , 3 3 »1 3 1

1 . . = 
3 ,1

V(x.

sina , 
l

. = z . 
, 3 3.i^i.i

cosa. 
l

- = X
. 3 3

1 .  . ~  a  =  c l  I _ 
l,j s e|f
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Kinema tics

e f

cosa I 
e l| f =

f
v - 

x

e
V

X

sina I
e  I| f =

f
v -
z

e
V ;
z

e
v - 
s v f I e

= sign(v )

f  =

f = P +v A - Is (c cosa + u sina )1
v  v  1 v  <= c;  m e :  c  c

-  I s  k Q 
s S  ,  X  S

P +7 A - Is (c sina - u cosa )1
■7 ' *7 e  c;  m e ;  c c

-  I s  k Q 
3 s  , z s

s i n ( a  + a> )
s T s

/ f  \c o s  ( a g +( ps  )

Successive linear equations

k v  =  b
v

k  =
v

k . k 9 1 V- b
1 , X 2 .x

; v  =
1

; b  =
X

k . k ~ V, b
1 , z 2 > Z J 2 I z J

k. = cosa. 
1 f x 1

k0 =-cosa, 
2 . x 2

Objective function (alternative definitions)

f = D - A (D = dissipative, A =kinetical work)

f = v t S = I ( v S  + v S ) ; S =  total boundary 
x x z z force on flexible 

boundary

f  = RS = V ( S 2 + S2 )' 
x z

Optimization

k + 1 X Mk  g k

x  = vector of (kinematical) variables ( x . , z . )
i  '  l

X = parameter, f(xk+^)< ftx^)

g  = gradient vevtor in x

M = matrix, which approximates successively the 

inverse Hessian matrix of second derivatives. 

The authors proposal: M according to'Davidon 

( 1 975) .

Statics

k  q  +  f  =  0

k k0 Q, *1 , x 2 , x 1

; q =
k k-
1 , z 2 (z, .Q2 .

K I N E MA T I C S

r i g i d  boundar y  = e l ement  0

E L E ME N T

P A T T E R N

f r ee  s ur f ac e
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