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Steady state waves in a porous elastic medium

Ondes stationnaires dans un milieu poreux élastique 

L. MONGIOVr, Istituto di Ingegneria Geotechnica, Palermo, Italy

S YNOP S I S  As s u mi n g  t h e  s o i l  c o mp o s e d  o f  t wo  d i s t i n c t  p h a s e s  -  g r a n u l a r  s t r u c t u r e  a n d  wa t e r  -

t h e  t h e o r y  o f  mi x t u r e s ,  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  c o n t i n u u m me c h a n i c s  t o  mu l t i p h a s e  me d i a ,  h a s  b e e n  

e mp l o y e d  t o  d e r i v e  t h e  e l a s t i c  wa v e  e q u a t i o n s  i n  c o n d i t i o n s  o f  p l a n e  d e f o r ma t i o n  a n d  o n e - d i me n s i o n a l  

p r o p a g a t i o n .  T h e  l o n g i t u d i n a l  wa v e s  p r o p a g a t i o n  e q u a t i o n  i s  a p p l i e d  t o  d e t e r mi n e  t h e  s t e a d y  s t a t e

r e s p o n s e  o f  a  s o i l  l a y e r  e x c i t e d  b y  c y c l i c  s t r e s s  o r  s t r a i n  a t  t h e  b o u n d a r i e s .  T h e  r e s u l t s ,

p r e s e n t e d  i n  d i me n s i o n l e s s  f o r m,  a l l o w t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a mp l i t u d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g l e  o f  t h e  

d i s p l a c e me n t s  a t  t h e  t o p  o f  t h e  l a y e r  a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  f r e q u e n c e  a n d  a mp l i t u d e  o f  t h e  e x c i t a t i o n ,  

o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  l a y e r  a n d  o f  t h e  c o mp r e s s i b i l i t y  a n d  p e r me a b i l i t y  o f  t h e  s o i l .

I NT R ODUC T I ON

I n  g e o t e c h n i c a l  e n g i n e e r i n g  p r a c t i c e  wa v e  p r o p ­

a g a t i o n  i s  n o r ma l l y  s t u d i e d  a s s u mi n g  s o i l  a s  a  

s i n g l e - p h a s e  me d i u m.  Ho we v e r ,  s o i l  i s  a  mo r e  

c o mp l e x  ma t e r i a l ,  c o mp o s e d  o f  t h r e e  d i s t i n c t  

p h a s e s  -  g r a n u l a r  s t r u c t u r e ,  wa t e r  a n d  a i r .  I t s  

me c h a n i c a l  b e h a v i o u r  i s  c o n t r o l l e d  b y  t h e  l o a d  

c a r r i e d  b y  t h e  s o i l  s t r u c t u r e ,  t h e  r e s t  b e i n g  

c a r r i e d  b y  t h e  f l u i d  i n  t h e  v o i d s .  He n c e ,  t o  

p r e d i c t  t h e  r e a l  b e h a v i o u r  o f  s o i l  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  l o a d  d i s t r i ­

b u t i o n  a mo n g  t h e  d i f f e r e n t  p h a s e s .

T h e  t h e o r y  o f  mi x t u r e s  s e e ms  t o  b e  a  u s e f u l  t o o l  

t o  i n v e s t i g a t e  s o i l  r e s p o n s e  i n  d y n a mi c  c o n d i ­

t i o n s .  T h e  g e n e r a l  t h e o r e t i c a l  f o r mu l a t i o n  

( T r u e s d e l l  a n d  T o u p i n ,  1 9 6 0 )  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  

t h e  c o n t i n u u m me c h a n i c s  t o  mu l t i p h a s e  me d i a  a n d  

i t  h a s  b e e n  e mp l o y e d  t o  d e r i v e  t h e  f u n d a me n t a l  

e q u a t i o n s  o f  d y n a mi c a l l y  i n t e r a c t i n g  c o n t i n u a  

( Gr e e n  a n d  Na g h d i ,  1 9 6 5 ;  Gr e e n  a n d  S t e e l ,  1 9 6 6 ) .  

S e v e r a l  s t u d i e s  h a v e  b e e n  c a r r i e d  o n  t h i s  

s u b j e c t  a n d  e x t e n s i v e  r e v i e ws  ( Bo we n ,  1 9 7 5 )  a n d  

a p p l i c a t i o n s  t o  t h e  s o i l  ( P r e v o s t ,  1 9 8 0 )  a r e  

a v a i l a b l e .

I n  t h e  t h e o r y  o f  mi x t u r e s  s o i l  i s  c o n s i d e r e d  

c o n s t i t u t e d  b y  s u p e r i mp o s e d  i n t e r a c t i n g  c o n t i n u ­

o u s  me d i a .  E a c h  p h a s e  i s  a s s u me d  t o  o c c u p y  

s i mu l t a n e o u s l y  t h e  v o l u me  a s  a  wh o l e .

Ac c o r d i n g  t o  t h i s  f o r mu l a t i o n  t h e  e l a s t i c  wa v e s  

e q u a t i o n s  i n  c o n d i t i o n s  o f  p l a n e  d e f o r ma t i o n s  

a n d  o n e - d i me n s i o n a l  p r o p a g a t i o n  h a v e  b e e n  f o r ­

me r l y  d e r i v e d  b y  t h e  A.  ( Mo n g i o v i ,  1 9 8 3 ) .

I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  t h e  l o n g i t u d i n a l  wa v e s  

p r o p a g a t i o n  e q u a t i o n  i s  a p p l i e d  t o  d e t e r mi n e  t h e  

r e s p o n s e  o f  a  l a y e r  o f  s o i l  e x c i t e d  b y  c y c l i c  

s t r e s s  o r  s t r a i n  a t  t h e  b o u n d a r y  i n  s t e a d y  s t a t e  

c o n d i t i o n s .

A l a y e r  s u b mi t t e d  t o  a  s i n u s o i d a l  v a r i a t i o n  o f  

b a s e  d i s p l a c e me n t  o r  o f  l o a d  a t  t h e  t o p  i s  

e x a mi n e d .  T h e  r e s u l t s  a l l o w t h e  e v a l u a t i o n  o f  

t h e  a mp l i t u d e  a n d  p h a s e  a n g l e  o f  t h e  d i s p l a c e ­

me n t s  a t  t r i e  u p p e r  s u r f a c e  o f  t h e  l a y e r  a s  

f u n c t i o n s  o f  t h e  f r e q u e n c e  a n d  a mp l i t u d e  o f  t h e  

e x c i t a t i o n ,  o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  l a y e r  a n d  o f  

t h e  c o mp r e s s i b i l i t y  a n d  p e r me a b i l i t y  o f  t h e  

s o  i  1 .

F OR MUL AT I ON OF  T HE  P R OB L E M

I n  t h e  t h e o r y ,  a s s u mi n g  t h e  i n t e r p a r t i c l e  v o i d s  

c o mp l e t e l y  f i l l e d  b y  wa t e r ,  s o i l  i s  c o n s i d e r e d  a  

mi x t u r e  o f  t wo  c o n s t i t u e n t s ,  t h e  s o l i d  a n d  

l i q u i d  p h a s e s .

Af t e r  a  s u i t a b l e  d e f i n i t i o n  o f  k i n e ma t i c s  a n d  o f  

s t r e s s  v a r i a b l e s ,  t h e  mo t i o n ,  c o n t i n u i t y  a n d  

c o n s t i t u t i v e  e q u a t i o n s  a r e  wr i t t e n  f o r  e a c h  

c o n s t i t u e n t  a s  f o r  a  s i n g l e  p h a s e  c o n t i n u o u s  

me d i u m.  A t e r m i s  a d d e d  t o  t h e  mo t i o n  e q u a t i o n s  

t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t we e n  t h e  

t wo  p h a s e s .

I n  a  p r e v i o u s  r e p o r t  ( Mo n g i o v i ,  1 9 8 3 )  t h e  

g e n e r a l  t r e a t me n t  o f  o n e - d i me n s i o n a l  e l a s t i c  

wa v e s  p r o p a g a t i o n  i n  p l a n e  s t r a i n  c o n d i t i o n s  wa s  

p r e s e n t e d .  I t  wa s  r e c o g n i z e d  t h a t ,  i f  t h e  s o l i d  

s k e l e t o n  i s  a s s u me d  t o  b e  l i n e a r l y  e l a s t i c  a n d  

t h e  p o r e  f l u i d  i n c o mp r e s s i b l e ,  t h e  l o n g i t u d i n a l  

a n d  t r a n s v e r s a l  wa v e s  a r e  u n c o u p l e d .  F u r t h e r ­

mo r e ,  i t  wa s  s h o wn  t h a t  t h e  t r a n s v e r s a l  wa v e s  

p r o p a g a t e  wi t h o u t  r e l a t i v e  mo v e me n t  b e t we e n  t h e  

t wo  p h a s e s  i n  t h e  s a me  wa y  a s  a  s i n g l e - p h a s e  

me d i u m.

F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  s t u d y  o f  e l a s t i c  wa v e  

p r o p a g a t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l

1 9 0 9
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wa v  e  s .

R e f e r r i n g  t o  t h e  a b o v e - me n t i o n e d  r e p o r t ,  t h e  

e q u a t i o n  o f  l o n g i t u d i n a l  wa v e  p r o p a g a t i o n  a l o n g  

v e r t i c a l  z  a x i s  d i r e c t e d  d o wn wa r d s  i s  t h e  

f o l l o wi n g

1 3 3 w  t 1 d\ </  _  /  ,

cp  2> tl  Dm c y d t  Z z  ~  3 z 3

wh e r e  w i s  t h e  d i s p l a c e me n t  o f  t h e  s o l i d  p h a s e  

i n  z  d i r e c t i o n  a t  t i me  t .  T h e  p r o p a g a t i o n  

v e l o c i t y  Cp  a n d  t h e  c o n s o l i d a t i o n  c o e f f i c i e n t  c Y 

a r e  g i v e n  b y

(2 b )

i n  wh i c h  J3 a n d  p v a r e  t h e  s o i l  a n d  wa t e r  

d e n s i t i e s ,  ' ¿v i s  t h e  u n i t  we i g h t  o f  wa t e r ,  n  i s  

t h e  p o r o s i t y  a n d  k  a n d  m v i n d i c a t e  t h e  p e r me a ­

b i l i t y  c o e f f i c i e n t  a n d  t h e  v o l u me t r i c  c o mp r e s ­

s i b i l i t y .

T h e  s o l u t i o n  o f  t wo  d i f f e r e n t  c a s e s  o f  l o n g i t u ­

d i n a l  wa v e s  p r o p a g a t i o n  a l o n g  v e r t i c a l  d i r e c t i o n  

i n  a  h o r i z o n t a l  h o mo g e n e o u s  l a y e r  o f  c o n s t a n t  

t h i c k n e s s  H i s  p r e s e n t e d  h e r e .

T h e  e x a mi n e d  c a s e s  r e f e r  t o  t wo  t y p i c a l  s i t u a ­

t i o n s .

I n  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  u p p e r  s u r f a c e  ( z = 0 )  o f  t h e  

l a y e r  i s  a s s u me d  t o  b e  f r e e  o f  s t r e s s  a n d  t h e  

l o we r  s u r f a c e  ( z = H)  t o  o s c i l l a t e  wi t h  s i n u s o i d a l  

v e r t i c a l  d i s p l a c e me n t s :

C r ' ( o , i ) = 0  

w  ( H , t )  -  s e n  c o t

(3<k )

(3 b )

wh e r e  o- '  i s  t h e  v e r t i c a l  e f f e c t i v e  s t r e s s .

I n  t h e  s e c o n d  c a s e  t h e  l a y e r  i s  s u p p o s e d  t o  b e  

r e s t i n g  o n  a  f i x e d  b a s e  a n d  t h e  u p p e r  s u r f a c e  t o  

b e  s u b mi t t e d  t o  n o r ma l  e f f e c t i v e  s t r e s s e s  

v a r y i n g  wi t h  s i n u s o i d a l  l a w:

o- ( 0 , t ) =  o i  sen c u t  

w  ( H , t ) r .O

(4 a )  

(4 b )

T h e  s o i l  l a y e r  s u b mi t t e d  t o  s i n u s o i d a l  v a r i a ­

t i o n s  o f  d i s p l a c e me n t s  o r  s t r e s s e s  a t  t h e  

b o u n d a r y  i s  s u b j e c t e d  t o  f o r c e d  v i b r a t i o n s  

r e a c h i n g  a  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n .  I n  t h i s  

s i t u a t i o n  t h e  wa v e s  b e c o me  s t a t i o n a r y ,  i . e .  

t h e i r  a mp l i t u d e s  a n d  p h a s e  a n g l e s  a r e  v a r i a b l e  

a l o n g  z  d i r e c t i o n  b u t  c o n s t a n t  i n  t i me  t .

S OL UT I ON OF  T HE  P R OB L E M

F o r  s t e a d y - s t a t e  v i b r a t i o n  t h e  s o l u t i o n  o f  

e q u a t i o n  ( 1 )  i s  ( Bi s s h o p p ,  1 9 5 9 ) :

w  ( z , t ) =  a (z )c o s  co t-f-  v ( z )  sen  c o t  ($ )

By  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 5 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 )  

t wo  f i f t h  o r d e r  l i n e a r  h o mo g e n e o u s  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  f o r  u ( z )  a n d  v ( z )  a r e  o b t a i n e d ,  t h e  

s o l u t i o n s  o f  wh i c h  a r e :

u ( z ) =  Cf cosh qz cosbz  + c2 senh q z  cosbz+

+ c3 s e n h q z  s e n bx  + c^ c os h  q z  s en bz  ( 6a )

v (z )=  cs cosh a z cosbz + Cf sen A tj z  cosb z-

-c 1sen ha z  sen b z  -  c 2 c o s h a z s e n b z  (6  b )

wh e r e  :

(r,q )  

(7b )

S i n u s o i d a l  d i s p l a c e me n t s  a t  t h e  b a s e  o f  t h e  s o i l  

l a y e r

T h e  u p p e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 3 a )  i s :

»  ' ( 0 , t)=  u  (o )c o s c o i+  v '(0 )s e n  u>t =  0  (6 )

i n  wh i c h  t h e  p r i me s  d e n o t e  d i f f e r e n t i a t i o n  wi t h  

r e s p e c t  t o  z .

De r i v i n g  e q u a t i o n s  ( 6 ) a n d  i mp o s i n g  u ' ( 0 ) = v ' ( 0 ) =  

= 0 , c z = c ^=0 i s  o b t a i n e d .

T h e  l o we r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 3 b )  i s :

(H ,t)~  u (H) cos t o t  + v (H) sen c u t =  sen c o t (9 )

T h e n  u ( H) = 0  a n d  v ( H ) = w b ; h e n c e :

c _ _ s e n h q H  S en bH ______________  ,

1 ^  sen h 2qH  sen2b H + c o s h 2Q.H cos2bH ^

c _ c o s h a H  cos b H_______________

1 b sen h 2QW senzbH +  cosh t a H  cosl bH

T h e  v e r t i c a l  d i s p l a c e me n t  a t  t h e  t o p  o f  t h e  

l a y e r  i s :

w ( 0 , i) =  c, co sco t+  c-b s e n u jt= w t  s e n f a t -  f t ) f a  )

wh e r e  t h e  v i b r a t i o n  a mp l i t u d e  w t  a n d  t h e  p h a s e  

a n g l e  i pt  a r e :

w ^ ( c h c l ) Vt  

f t  = I q n 1 ( - c f / c 3)

(12 q ) 

(12b)

T h e  r e s o n a n c e  f a c t o r  Rt  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  

o f  t h e  a mp l i t u d e  w t  a t  t h e  t o p  t o  t h e  v i b r a t i o n  

a mp l i t u d e  w b a t  t h e  b a s e .  F r o m e q u a t i o n s  ( 1 0 )  

a n d  ( 1 2 a ) :

1 9 1 0
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) Vi
f i t  = = j^2 /(cos h  2a  H +  cos 2  6 H ) j  (11)

T h e  p h a s e  a n g l e  b e t we e n  t h e  v i b r a t i o n s  a t  t h e  

t o p  a n d  t h e  b a s e  o f  t h e  s o i l  l a y e r  i s  s i mi l a r l y  

d e d u c e d  b y  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 1 0 ) i n t o  

( 1 2 b ) :

tan  1( io n h a H  ta n b H ) (14)

S i n u s o i d a l  s t r e s s e s  a t  t h e  t o p  o f  t h e  s o i l  l a y e r

I n  t h i s  c a s e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  

e x p r e s s e d  b y  e q u a t i o n s  ( 4 ) .  At  t h e  t o p  o f  t h e  

l a y e r  e q u a t i o n  ( 4 a )  l e a d s  t o :

w '( o , t ) -  u (O ) cos u>t + v'(o)ser> o j t  =

= m v < r '(o ,t)= m >,<Tt (1S )

He n c e ,  u ' ( 0 ) = 0  a n d  v , ( 0 ) = mv ^ ’t . By  p e r f o r mi n g  t h e  

d i f f e r e n t i a t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 6 ) ,  c i  a n d  c*.  a r e  

d e r i  v e d :

-  / B y  Oj t

m v O- f
Q

(16a)

(16b)

T h e  b a s e  l a y e r  i s  f i x e d .  T h u s :

w ( H,t ) = o (H)  cos  <*>t + v (H)s e n  o o t  = O ( f j )

F r o m c o n d i t i o n  u ( H) = v ( H) = 0

r  -  ct sen h a H  coshqH  -  c^sen b H  co&bH ^

* c o s ^ o H c o s *b H + s e r> h *a H sen*bH  (l&Q-)

c t  senbH  cosbH -  c -s e n h q H c o ih a H  

s_ co ih*<xH  tosxb H +  sen hza H  s e n *b H  (*&*>)

a r e  o b t a i n e d .

T h e  d i s p l a c e me n t  a mp l i t u d e  w0 a t  t h e  t o p  i n  t h e  

a b s e n c e  o f  i n e r t i a l  f o r c e s  i s :

w0 =  m v O-t  H ( 1‘v

De f i n i n g  t h e  r e s o n a n c e  f a c t o r  R t  a s  t h e  r a t i o  o f  

t h e  a mp l i t u d e  w t  a t  t h e  u p p e r  s u r f a c e  t o  w„  a n d  

u s i n g  e q u a t i o n s  ( 1 2 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 8 )  a n d  ( 1 9 ) ,  t h e  

e x p r e s s i o n s  o f  R- t  a n d  t h e  p h a s e  a n g l e  a r e

d e d u c e d  :

=
1 { ( c o s h 4 q H - c o s 4 b  v ) A J

H( q 2* c o s  h 2 q H + c o S 2 b H

*
=  t a n

1 { b  t an h <i H-  q  t gn b H  

'  q  t an h  a  H  * b  t an b  H

(20)

( 21)

DI S C US S I ON OF  T HE  RE S UL T S

Wa v e  d a mp i n g  i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  

c o n s o l i d a t i o n  c o e f f i c i e n t  a n d  i n  t h e  p a r t i c u l a r  

c a s e  o f  n o  d a mp i n g  ( c , - * ®)  t h e  c o e f f i c i e n t s  a  a n d  

b  ( 7 )  r e d u c e  t o :

( * * * )

(2 2 b )

I n  t h e  c a s e  o f  c y c l i c  d i s p l a c e me n t  a t  t h e  l a y e r  

b a s e  t h e  r e s o n a n c e  f a c t o r  R- t  ( 1 3 )  a n d  t h e  p h a s e  

a n g l e  ij)t  ( 1 4 )  b e c o me :

f c o s b H j  1 (2 5 )

<ft ~ ( ± - 1 ) *  ¿ = 1 .2 . . . .  (2 4 -)

I n  t h i s  c o n d i t i o n  r e s o n a n c e  ( Rt - *- ®)  o c c u r s  wh e n :  

c* . ( i - ± ) x l t -  i - l . i .- . . ( 2 5 )

I n  t h e  c a s e  o f  c y c l i c  e f f e c t i v e  s t r e s s  a t  t h e  

t o p ,  t h e  f a c t o r  R- t  ( 20 ) a n d  t h e  p h a s e  a n g l e  

r e d u c e  t o :

= ( b H ) '1 f ta n b H /  

f t  =( ¿ - 1 ) 11 1. 2,

( 2 6 )

( 27 )

n d  t h e  r e s o n a n c e  c i r c u l a r  f r e q u e n c y  i s  t h e  s a me  

a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e  ( 2 5 ) .

T h e  c i r c u l a r  f r e q u e n c y  o f  t h e  f i r s t  mo d e  o f  

v i b r a t i o n  ( i = l )

«  Cp

Z H
( 2B)

i s  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m i n  

d i me n s i o n l e s s  f o r m.

T h e  c o e f f i c i e n t s  a  a n d  b  a r e  r e wr i t t e n :

a* .  * 1  «S* / ( U  ) \  A
Z* H*  I J

2 s  H l (  /

(2 9 a .)

(2 9 b )

wh e r e  = u j /  u o „ a n d  k 0 i s  t h e  d a mp i n g  f a c t o r  

d e f i n e d  a s  t h e  d a mp i n g  c o e f f i c i e n t  r e f e r r e d  t o  

t h e  c r i t i c a l  d a mp i n g :

l. _ 1 CP H

Z U Cy
( i o )

T h e  v a r i a t i o n s  o f  t h e  r e s o n a n c e  f a c t o r  Rt  a n d  o f  

t h e  p h a s e  a n g l e  wi t h  t h e  d i me n s i o n l e s s

f r e q u e n c y  <jOo f o r  d i f f e r e n t  d a mp i n g  f a c t o r s  k  „ 

a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g s  1 a n d  2  f o r  t h e  f i r s t  c a s e  

a n d  i n  F i g s  3  a n d  4  f o r  t h e  s e c o n d  c a s e .

I n  F i g s  1 a n d  3  t h e  r e s o n a n c e  p e a k  v a l u e s  o f  R t  

a t  t h e  o d d  wh o l e  n u mb e r s  o f  ,- Oo d e c r e a s e  a s  k „  

i n c r e a s e s  a n d  v a n i s h  f o r  k 0>l  , wh e n  d a mp i n g  i s  

g r e a t e r  t h a n  c r i t i c a l .  At  t h e  e v e n  wh o l e  n u mb e r s

1 9 1 1
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F i g .  1 -  R e s o n a n c e  f a c t o r  v e r s u s  f r e q u e n c y  i n  

t h e  c a s e  o f  c y c l i c  d i s p l a c e me n t  a t  t h e  b a s e  

o f  t h e  l a y e r .
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F i g .  3  -  R e s o n a n c e  f a c t o r  v e r s u s  f r e q u e n c y  i n  

t h e  c a s e  o f  c y c l i c  s t r e s s  a t  t h e  t o p  o f  t h e  

l a y e r .

F i g .  2  -  P h a s e  a n g l e  v e r s u s  f r e q u e n c y  i n  t h e  

c a s e  o f  c y c l i c  d i s p l a c e me n t  a t  t h e  b a s e  

l a y e r .

F i g .  4  -  P h a s e  a n g l e  v e r s u s  f r e q u e n c y  i n  t h e  

c a s e  o f  c y c l i c  s t r e s s  a t  t h e  t o p  o f  t h e  l a y e r .

o f  c O0 , i n  t h e  f i r s t  c a s e  ( F i g  1 ) t h e  r e s o n a n c e  

f a c t o r  R t  h a s  u n i t  v a l u e  i n  t h e  c o n d i t i o n  o f  n o  

d a mp i n g  a n d  d e c r e a s e s  a s  k 0 i n c r e a s e s ,  wh e r e a s  

i n  t h e  s e c o n d  c a s e  ( F i g  3 )  R t  h a s  n u l l  v a l u e  f o r  

k o = 0  a n d  i n c r e a s e s  wi t h  t h e  d a mp i n g  f a c t o r .  I n  

b o t h  c a s e s  t h e  v i b r a t i o n  a mp l i t u d e  d e c r e a s e s  

wi t h  i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y  o wi n g  t o  d a mp i n g .

T h e  p h a s e  a n g l e  ( F i g s  2  a n d  4 )  b e t we e n  t h e

i mp o s e d  v i b r a t i o n  a n d  t h e  r e s p o n s e  a t  t h e  t o p  o f  

t h e  l a y e r  i n c r e a s e s  wi t h  d a mp i n g .
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