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Analyse Limite et Stabilité des Fouilles
Limit Analysis and Stability of Excavations

J. PASTOR

RESUME

Maitre Assistant, Laboratoire de Mécanique des Sols, IMG, Grenoble, France

Le probléme de la stabilité des ouvrages de Génie Civil est un cas typique ou l'Analyse

Limite peut apporter des solutions mécaniquement cohérentes grace, en particulier, & l'amélioration
permanente des ordinateurs et de leur logiciel. Dans cette communication nous en présentons 1l'appli-
cation analytique et numérique au cas de la stabilité des talus chargés en déformation plane pour
les matériaux de Tresca (ou Mises) et de Coulomb. Le probléme de la fouille circulaire nous permet-
tra ensuite de comparer les comportements des matériaux de Mises et de Tresca. Parallélement nous
décrivons la mise en oeuvre numérique de la méthode statique (Lower Bound Method) en déformations
plane et en symétrie de révolution pour les matériaux de Mises, Tresca et Coulomb. Nous donnons éga-
lement le principe de son extension, en cours, au cas tridimensionnel.

INTRODUCTION

La théorie de l'Analyse Limite (A.L.) (HILL,
DRUCKER-PRAGER) conduit & deux méthodes d'appro-
che des charges limites, 1'une dite méthode sta-
tique, l'autre appelée méthode cinématique. L'a-
3=zron. J'ordiiateurs pulssancs et surtout do-
tés de logiciels performants (type MPSX/370 chez
IBM) a donné un regain d'intérét & cette théorie
en élargissant la classe des problémes qu'elle
pouvait traiter, grlce en particulier & la mé-
thode des éléments finis. Les calculs analyti-
ques deviennent en effet difficiles pour des cas
de géométrie ou de symétrie non simples, tel par
exemple le probléme de la stabilité des talus.

T It

LE TALUS UNIFORMEMENT CHARGE

Le matériau du talus, de poids volumique ¥,
dont la géométrie est définie fig.2, est homogé-
ne, isotrope et obéit au critére de Tresca-
Coulomb

FO)= V (6, - o'y)" + & C:; — (2ccosp +(6+6y)sind) <0

Appelons chargement le vecteur Qg i E%} re-
présenté dans le repére de la fig.la. L'ensemble
des chargements licites, i.e. équilibrés par un
champ de contraintes statiquement et plastique-
ment admissible dans tout le massif, est un con-
vexe appelé K (cf SALENCON, 1973). La frontiére
F(K) de K est le lieu des chargements limites
{%? ,%& 1lim. entrainant la ruine du talus.

C b4
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Fig.1-a) le convexe K b) définition de o etl

Afin de déterminer F (K) il est avantageux ici
de décomposer le probléme en considérant le cas
non pesant chargé (point A, fig.la) puis celui
du cas pesant non chargé (point C). Cette analy-
se permet d'obtenir en deux étapes le segment AC
qui, X étant convexe, donne un ensemble de sclu
tions statiques pour 8 et p variables.

Etude du cas non-pesant (Tresca)

Approche statique Elle est basée sur la théo-
rie de l'équilibre limite et sur le schéma réso-
lutif de la fig.2

Fig.2 - Le réseau de caractéristiques

Ce schéma permet, aprés un calcul classique,
d'obtenir (p/c)stat donné par

(B)cosX -cos 8 -p +2X -24-4 =0 (n

avec ¢ = (0-‘;- ,34) s G-i contrainte principale
majeure, Yy = oA +A8/2 et B = Arcsin(- ¥ sind)
La résolution de (1) se fait numériquement si

>0 ; pour & = 0, il vient (p/c)stat = 2-2N\
Le champ est prolongé identiquement a lui-méme
dans les zones IV, V et VI, avec le champ nul en
zone VII.

Approche cinématique Elle utilise le champ de
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vitesses associé au champ de contraintes ci-
dessus par les relations de Hilda - Geiringer.
Ce champ restant licite dans le cas BZo , il
fournit une borne cinématique pour le cas pe-
sant, aussi tenons-nous compte du poids. Aprés
calcul des diverses puissances, il vient

P ws(%-%) 4+ 8 i V2 cos) - -3 (14+6)+
€ @a(m-gew) T ¢ heoshl L

cos(ll:_c&).'tg(%‘ _(@+a)] = 1++5(§ - +o)-2xr 2¢,

Si ¥ = 0 on vérifie bien, soit analytiquement
(k= 0), soit numériquement (o »o ), 1l'identité
entre (1) et (2). La solution exacte ainsi trou-
vée fournit les points A de la fig.4, le segment
AB étant donné par (2). Dans le cas de Coulomb
standard (ol £ g ) (1) donne une borne inférieu-
re de p limite.

Le cas pesant non changé tude numénique

La théorie précédente ne s'applique pas car elle
suppose F(®) = O partout. Aussi avons-nous uti-
lisé un programme en partie déja écrit par
PASTOR (1978).

Le milieu est discrétisé en triangles sur les-
quels le tenseur contrainte représenté par
69'C5 ] varie linéairement en x et y. De ce
alt les Equatlons de 1'équilibre indéfini, les
conditions de continuité de o et G au travers
de chaque c&té de triangle mltoyen et les condi-
tions aux limites donnent des relations lipéai-
res en fonction des inconnues ce cf , Tay (fig.
1-b) de chaque sommet £ de trlangle La fonction-
nelle 3 maximiser n'est autre que § , poids vo-
lumique 4du sol, pour une géométrie donnée.
Le critére de Tresca-Coulomb s'écrit dans sa dé-
finition ppemlépe, sur toute facette du pointe

12l g c+Shtgp - (fig.1-b)(3)

Si (3) est imposé sur n facettes de normales KL
avec
8 = (o%,F)=(i-1) 40, A= LL 45n e ny3
nous obtenons le critére convexe ¥ _(6) linéaire
en G, , G, , Tyy sous la forme de 2n inéqua-
tions
L ; .
F @)= x27(8) -¢ ~on(8) g <o idsn )
L'utilisation des méthodes de 1'A.L. avec F(6) au
lieu de F(0) débouche donc naturellement sur des
problémes d'optimisation linéaire. Mais puisque
F(s) est extérieur & ¥(s) , il faut corriger
la valeur statique en substituant & la cohésion
¢ la valeur c, donnée par
-4) (5)
Y )

c = _© ATEATEE

e unA9-+ 2 ¢ (
comme on peut le voir aisément sur le plan de
Mohr. Le champ de contraintes optimal redevient
donc licite avec la cohésion c,. L'analyse a
posteriori de ce champ permet d'ailleurs souvent
d'ajuster la cohésion & une valeur inférieure &
celle donnée par (5).

L'extension au cas tridimensionnel se fait en
considérant n facettes de normales W repartles
sur la demi- sphere unité centrée au p01nt d'im-
position du critére. Sur chaque fagette affectée
d'un repére orthonormé f, , £, > §¢ , on a
IZIJVZL E&_ ; (3) represente alors un c8ne 1li-
nearlsable par un cdne polyédrique & m faces,
d'ol l'obtention d'un cr1tere’F(vj comportant
n x m inégalités type (4#). L'utilisation de ¥ (@),
dont l'essai est en cours (cf BOTTERO, PASTOR,
TURGEMAN, 1980), conduit comme précédemment a
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des problémes linéaires pour les méthodes de
1'A.L., supprimant ainsi l'obstacle constitué
par l'expression trop complexe du critére de
Tresca-Coulomb en contraintes non principales.

Les conditions de prolongement sont analogues &
celles données par PASTOR (1978), les équations
des plans du critére linéarisé étant remplacées
par (4) dans le cas @3> 0.

Le probléme final est un probléme d'optimisation
linéaire, dualisé avant résolution par le code
de programmation linéaire (P.L.).

Analyse cinématique globale

Considérons le mécanisme a blocs rigides de 1la

fig.3. Il est licite pour Coulomb standard si
V= U (sin8 4 cose‘!'3¢) avec o

D'apres le théoréme des pu1ssances virtuelles il

v1ent, en posant h=H+a(tgd-tg®)-H.cotgd.tgd:

_ 9¢ aVih [cas& +(ws B +31n By fa+B)) osg lU
. h ( +s\nB (+%(d+ﬁ)]blnﬂ cos 6
H

Fig.3 - Mécanisme montrant que & £ ¢@.

6 est donc une borne supérieure de ¥ limite pour
Coulomb standard donc pour le matériau de Cou-
lomb réel 4! apres les théorémes de RADENKOVIC.

Or Kc—’O quand A—+0e si tgb( >tege. & est donc
borné par dans ce probleme que l'on ait affaire

3 une pente (H=0) ou & un talus.

Malgré plusieurs essais de programmes éléments
finis effectués par différents auteurs, les meil-
leures valeurs cinématiques restent celles four-
nies par des mécanismes & blocs cercles de
glissement pour le matériau de Tresca (cf PASTOR,
1976), spirales logarithmiques pour Coulomb, domt
les caractéristiques sont déterminées numérique-
ment. On trouvera en COUSSY et SALENCON (1979)
une analyse trés compléte sur la signification
mécanique de ce type d'approche pour le matériau
de Coulomb non standard.

Résultats

Matérniau de Tresca (d=g= 0). Le tableau 1 donne
les résultats obtenus dans le cas pesant non
chargé (points C)

TABLEAU 1
“A dearés | O 5 10 15 20 25
BHY) v v | 3,63 |3,82 | w,01]u,11 | u,19[u,38

Veind | 3,83 | 4,08 | 4,33 [u,56 | 4,80]5,03

La fig.4 récapitule l'ensemble des résultats pour
le cas de Tresca avec A=0 et »=-15°. Le domaine
hachuré contient le lieu des chargements limites,
déterminé ainsi avec une précision suffisante
pour les applications pratiques. Rappelons en ef-
fet qu'une argile saturée 3 $=0 satisfait assez
bien expérimentalement les hypothéses requises
par la théorie de 1l'Analyse Limite.



.4 - Résulta pour A : AN=-1

Maténiau de Coufomb. Le tableau 2 donne, a ti-
tre d'exemple, les résultats obtenus pour

o = N=p=0. Les valeurs statiques sont fournies
par le programme décrit plus haut, 1l'étude ci-
nématique a été faite 3§ 1'aide de spirales de
pied dont le centre est donnée par ses coordon-
nées -X,.H et -Y,H dans les axes de la fig.2.

TABLEAU 2
& 0 5 1 T _ o8
X 1,21 252 2,0 1,¢ 5,4
Yo 1,41 | 2,25 |1,94% 1,82 | 3,91 | 2,0
Eg)oni 3,831 | 4,165|4,548{4,971 , 3L 5,99
*8) gy 3,518 | 3,885[4,264]4,628|4,9’ 5,335

Les résultats statiques, obtenus avec un mail-
lage de 76 triangles seulement, sont proches
des valeurs cinématiques, lesquelles retrouvent
voire améliorent celles de CHEN (1975). Ceci
permet de conclure sur l'efficacité des méca-
nismes de blocs, observation confirmée par la
difficulté d'approcher, pour ce probléme précis,
leurs résultats d l'aide de méthodes cinémati-
ques éléments finis pour un colt de calcul rai-
sonnable. Notons enfin que ces valeurs cinéma-
tiques sont des bornes supérieures des §ﬁhmpour
le matériau de Coulomb non standard. <

LA FOUILLE CIRCULAIRE

Pour étudier ce cas de symétrie cylindrique
nous avons mis au point deux programmes stati-
ques éléments finis, l'un concernant le critére
de Mises (PASTOR - TURGEMAN, 1979), l'autre ce-
lui de Tresca-Coulomb. Nous décrivons d'abord
les points communs aux deux programmes, puis la
linéarisation propre a chaque critére, enfin
nous comparons les résultats obtenus pour Mises
et Tresca sur le maillage de la fig.S.

les caracténistiques communes concernent la
description du champ de contraintes et les con-

ditions qui le rendent statiquement admissibles.

Le milieu repéré dans le systéme d'axes ROZ
(fig.5) est divisé en triangles sur chacun des-
quels les seules composantes non nulles de

sont données par

UR:A + Bz, CR

™~

Gp= A 4+ BZ.,2CR e, =0.5(8-E).R (&)
UZ;I) + EZ + F.R
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Les A,B,...,F devenant les inconnues du problé-
me.

R 3 4 5 6 7

/
\
Ny

OI______; _____ R
: NAPAINAT 1
! )< AR
t \ '; < y,

H : c=3 / '\!/ / ,1'
1 N/ \ |7
' 1/ \l 3
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]
]
]

N e \
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/ / 4 ’ 4 ’
s ” 4 4 4 I’
Z
Fig.5-Fouille circulaire:maillage & 71 triangles

Les équations de 1'équilibre indé&fini sont ain-
si vérifiées implicitement. Les conditions de
continuité de ¢, et T sont imposées, de maniére
analogue 3 la précédente , & chaque c6té inter-
ne de triangle; les conditions aux limites et
les interfaces éventuels donnent également d'a-
prés (6) deés conditions linéaires en les inaoon-
nues choisies.La fonctionnelle n'es:idutre que
poids volumique du sol pris comme inconnue &
maximiser.

Le erniténe de Mires ='éerit

2 2 2
Ga+0n 2 (V30 _&\) I VA =l
‘\——,_—'"‘a; + (5 (0g-52)) + (V3T,,) €3¢ (1)
SO1it us me 1ivalente :
¢ P 9 2
5482 e\ X - (VB & )  ?
)\1'( A; ~Vg) Ay = LR 'C.’_/\ ) /'3 = \‘E’ZRZ) )
A, + ) 2 N < o Ye 2

2 %

chacune des courbes XL‘Sicﬂ » du type 3=ﬂ?dans

des axes appropriés, est remplacée par une li-

gne polygonale décrite & 1l'aide de variables

séparables ﬁ& telles que (8) est remplacé par:
- 4

Cr+%z - N
Qi - S Py P = RERS Pi variable
V3 (G5, -0,)\= - 3¢ séparabl
S A x , viAwn (9)
V3 Z AC V3 ¢
3 o o R2Z .
L (Z, P By ) € 3¢ (10)
¢ &5 L L i My
avee D7 = 2V3c/p et Bg=(Lby -V39-(-9) ALY

Le résultat, pour Mises, est donc un probléme
de programmation séparable, extension non li-
néaire de la programmation linéaire.

Cette formulation se généralise au cas tridi-
mensionnel en faisant R»= , &>y, z>yet en
ajoutant & (9) les relations analogues définis-

sant V3 et BT , (10) devenant)
Z (2 oF A ;’6" 3t
;,.4(1-4.‘% g +3¢) € 3¢ (11)

Le programme résultant,aprés un changement de
variables adéquat, a été appliqué avec succés
au probléme de 1l'écrasement d'une plaque car-
rée, autorisant ainsi une comparaison intéres-
sante avec le probléme de la plaque circulaire
(cf BOTTERO, PASTOR, TURGEMAN, 1980).
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Le crditine de Tresca-Coulomb est donné par

|°-£ I (o + é)s\n¢ + Zc.Cmg‘)
avec 1#3 > 1 et j: 123 et w, G, , G3 contraintes
principales. Tenant compte de la structure par-
ticuliére du tenseur contrainte dans ce cas de
symétrie, (12) devient avec A =V(og-6,)* 4+ vz

A < \ +U'z)su'\¢ + 2c .05¢

(12)

A ¢ Yecosd | (5,,0) - Lop. 4 -sind

1+ @ing 1 +sing
bec ewad - (5.0 ) L +sind
— = + -+ «G0q

4-sing (R a ¢ 1 - sing

Soit trois clnes dans les espaces appropriés.
Chacun de ces cdnes est linéarisé par 1'inté-
rieur de sorte que (13) est remplacé par

as%%f_sww|m6%ﬁ ~ Oy (cos 2T 4 sing. s T}
+2C,, SmZEE<2c_cos¢ cos T
10 e TN _

R A

5, (s 27 21‘r s 1Y

m/
: s«n¢> ms‘T + 23, c_miur < bc cond
A Z m ~ 1+ =
Gk0”5%%L+‘°5ﬁ;) VG7(ws —LosW)
2 s __ os 1 4 2‘6 L s 2ir ¢ 4c wsd cos I

P A-3n¢
De mé&me que précedemment, le probléme final est
un probléme de P.L., dualisé avant résolution.

Les conditions de prolongement, identiques pour
Mises et Tresca a celles décrites par PASTOR-
TURGEMAN (1979), généralisent celles décrites
par PASTOR (1978) & trois cbnes au lieu d'un
seul dans le cas de Coulomb.

Compuratson Mises-Trnesca (Fig.5). Dans le cas
R=H nous disposions des résultats suivants
(REYNAUD, 1979 ; PASTOR-TURGEMAN, 1979)

24"_554,993 2 g"sc_"‘ig 5,298
L'essai des programmes statiques sur ce mailla-
ge a fourni, pour une cohésion ¢ = 3.0

Mises : §§_> 3,068 en 770 s.CPU| sur IBM 370/168
Tresca: BH 5 3,113 en 155 s.CPU | avec MPSX/370

Le calcul, a partir de chacun des deux champs
ainsi obtenus, des valeurs c,, et c.  pour les-
quels le champ considéré est licite pour Mises
et Tresca donne

Cupz30 — B , 3 068

Mises: Tresca:

Mises < ’ ! C“/M\ses 8
C..z3 ; s ob
To 1° ¥ T tresca >3
Tresca <: s ¥ T/ rises 7
C iy IO, BH > 3 443

To "< /Tresca
le champ fourni par le programme de Tresca est
tel que Tg=Ty >0, DAL pour prathuement tous
les sommets de triangle. En outre si F(g) N0
on observe que Ggest peu différent de O3, ce qui
semble conflrmer la validité de l'hypothése de
Haar Karman selon laquelle Tg= Oy0u Gy. Par con-
tre le champ issu du programme de Mises ne pré-
sente pas cette tendance & 1'égalité de Ggavec
1'une des deux autres contraintes principales.

Enfin il ressort de (15) que chaque programme a
son utilité propre, autrement dit pour un mail-
lage donné le programme spécifique du critére
considéré donnera le meilleur résultat.

Un dernier test effectué avec le programme de
Tresca et un maillage de 110 triangles analogue
au précédent a abouti aprés analyse &

)
BH Y reaca? 3,464 et Sy . 53,014 (502s CPU,
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Finalement pour ce probl&me nous obtenons
8H 5 h y
—C)M'\SCS\ 2ok ) T

Tresm

Lors des essais sur le probléme de l'écrasement
d'une éprouvette cylindrique les bornes stati-
ques, pour des maillages moins raffinés que 1le
précédent, étaient nettement plus proches des
bornes cinématiques. D'autre part la suppression
des conditions de prolongement n'augmente prati-
quement pas la valeur optimale de 8# . Ceci nous
conduit a penser que l'effort est & poursuivre
du cb6té cinématique, ce qui n'exclut pas d'essa-
yer d'améliorer encore les performances des pro-
grammes statiques, particuliérement pour Mises.

CONCLUSION GENERALE

Par voie analytique et numérique les valeurs de
la hauteur limite des talus chargés uniformément
sont bien précisés pour les matériaux de Tresca
(ou Mises). Le probléme de la fouille circulaire
autorise une comparaison intéressante entre les
comportements de ces deux matériaux. Les program-
mes utilisés sont opérationnels pour les maté-
riaux de Mises, Tresca et Coulomb, l'approche
statique dans le cas de Coulomb non standard con-
servant une signification mécanique certaine en
dehors du cadre de 1'A.L. Ainsi, par exemple
dans le cas du mur de souténement, l'Analyse Li-
mite conduit-elle & un traitement global du pro-
bleme mécanique, plus rationnel que celui emplo-
yé usuellement. Par ailleurs la structure du
probléme statique se préte bien a une décomposi-
tion naturelle de la matrice des conditions
l'utilisation du code de DEC@MPSX de 1l'Universi-
té Catholique de Louvain (Belgique) permettra
sans doute d' amellorer le temps de résolution
des problémes numerlques, particuliérement dans
le cas tridimensionnel.
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