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K .H A S H IG U C H I and

M .U E N O  Faculty of Agriculture, Kyushu University, Fukuoka, Japan

SYNOPSI S M. J .  Hv o r s l e v  ( 1960)  h a s  e x t e n d e d  t h e  Co u l o mb - Mo h r ' s  f a i l u r e  c o n d i t i o n  t o  e x p r e s s  
u n i f y i n g l y  t he  f a i l u r e  s t r e s s e s  o f  c l a y s  at  v a r i o u s  v o i d  r a t i o s .  Ho we v e r ,  t h e  f a i l u r e  s t r e s s e s  
c a n  n o t  b e  p r e d i c t e d  b y  t he  Hv o r s l e v ' s  f a i l u r e  c r i t e r i o n  i t s e l f .  I n t h i s  p a p e r ,  a t  f i r s t ,  i t  
i s  e x p l a i n e d  t h a t  a "  f a i l u r e  s t a t e "  c o r r e s p o n d s  t o  a " s o f t e n i n g  s t a t e "  d e f i n e d  b y  t h e  t h e o r y  
o f  p l a s t i c i t y  a n d  t h a t  t h e  Hv o r s l e v ' s  c r i t e r i o n  c a n  n o t  be  r e g a r d e d  as  a " f a i l u r e  c o n d i t i o n "  
( s o f t e n i n g  y i e l d  c o n d i t i o n )  wh i c h  e x p r e s s e s  d i r e c t l y  t h e  f a i l u r e  s t r e s s ,  b u t  c a n  be  r e g a r d e d  
p h y s i c a l l y  as  a " c o n s t a n t  v o l u me  c o n d i t i o n "  i n  t h e  f a i l u r e  s t a t e .  Th e n ,  t h i s  c r i t e r i o n  i s  
r e f o r me d  t o  a f a i l u r e  c o n d i t i o n  wh i c h  h a s  a r a t h e r  c o mp l e x  f o r m.  Mo r e o v e r ,  t wo  a l t e r n a t i v e  
f a i l u r e  c o n d i t i o n s  i n  t h e  Co u l o mb - Mo h r 1s f o r m,  wh i c h  ma y  b e  c o n v e n i e n t  f o r  p r a c t i c a l  u s e ,  a r e  
p r o v i d e d .

I NTRODUCTI ON

Hv o r s l e v ' s  f a i l u r e  c r i t e r i o n  ( 1960)  f or  c l a y s  
i s  h i g h l y  r a t e d ,  as  t h i s  c r i t e r i o n  i s  an  e x ­
t e n d e d  Co u l o mb - Mo h r ' s f a i l u r e  c o n d i t i o n  t o 
e x p r e s s  u n i f y i n g l y  t h e  f a i l u r e  s t r e s s e s  of  
ma t e r i a l s  a t  v a r i o u s  v o i d  r a t i o s .  Ho we v e r ,  i t  
i s  we l l - k n o wn  t h a t  t h e  f a i l u r e  s t r e s s e s  c a n  
n o t  be p r e d i c t e d  b y  t h i s  c r i t e r i o n  i t s e l f .  I n 
t h i s  p a p e r ,  a t  f i r s t ,  t he  d e f i n i t i o n  o f  t he  
t e r m " f a i l u r e "  i s  g i v e n  f r o m t h e  s t a n d p o i n t  
o f  t h e  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y  a n d  t he  me c h a n i ­
c a l  me a n i n g  o f  t h e  Hv o r s l e v ' s  c r i t e r i o n  i s  
d i s c u s s e d .  Th e n ,  a f a i l u r e  c o n d i t i o n  b a s e d  o n  
t h i s  c r i t e r i o n ,  b y  wh i c h  t h e  f a i l u r e  s t r e s s  
c a n  b e  p r e d i c t e d  d i r e c t l y ,  i s  d e d u c e d .  F u r ­
t he r ,  t wo  a l t e r n a t i v e  f a i l u r e  c o n d i t i o n s  i n  a 
s i mp l e ,  l i n e a r  f o r m o f  t h e  Co u l o mb - Mo h r ' s  
e q u a t i o n  a r e  p r o v i d e d .  St r e s s e s ,  a p p e a r  i n 
t h i s  p a p e r ,  me a n  t he  s o - c a l l e d  e f f e c t i v e  
s t r e s s .

FAI L URE AND FAI L URE CONDI T I ON

Us u a l l y ,  i t  i s  t h o u g h t  t h a t  a f a i l u r e  o c c u r s  
wh e n  t h e  ma t e r i a l  b e c o me s  u n a b l e  t o  b e a r  t he  
l o a d s  mo r e  t h a n  t h o s e  a p p l i e d  a t  t h a t  t i me ,  
a n d  t h e n  t h e  ma t e r i a l  b r e a k s  t o  t wo  o r  mo r e  
p i e c e s .  Ac c o r d i n g l y ,  a f a i l u r e  s t r e s s  i s  
me a s u r e d  as  t h e  p e a k  s t r e s s  i n  a t r i a x i a l  
t e s t ,  a d i r e c t  s h e a r  t e s t ,  et c .  Ho we v e r ,  t h i s  
i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  f a i l u r e  i s  n o t  a d e f i ­
n i t e  o n e  b a s e d  o n  me c h a n i c a l  r e a s o n s  b u t  i s 
me r e l y  a n  i n t u i t i v e  one .  Th e n ,  i n  t h e  f o l l o w­
i ng,  t h e  f a i l u r e  i s  r a t i o n a l l y  d e f i n e d  f r o m 
t h e  s t a n d p o i n t  o f  t he  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y ,  
s i n c e  t h e  f a i l u r e  s t a t e  c a n  b e  r e g a r d e d  as  an  
e x t r e me  o f  t h e  p l a s t i c  s t a t e .  I n c r e a s i n g  t h e  
s t r e s s  a p p l i e d  t o  t he  s o i l ,  mi c r o s c o p i c a l l y ,  
s o i l  p a r t i c l e s  b e g i n  t o  s l i p  e a c h  o t h e r  r e ­
ma r k a b l y  at  c e r t a i n  s t r e s s ,  a n d  t h i s  r e s u l t s

ma c r o s c o p i c ,  p l a s t i c  d e f o r ma t i o n  o f  t he  s o i l  
as  a n  a s s e mb l a g e  o f  t h e  p a r t i c l e s .  Su c h  
s t r e s s ,  i . e . ,  a n  y i e l d  s t r e s s  i s  r e p r e s e n t e d  
b y  a n  y i e l d  s u r f a c e  i n  s t r e s s  s pac e .  I t  i s  
i d e a l i z e d  t h a t  a n y  c h a n g e  o f  t h e  s t r e s s  wi t h -  
i n a n  y i e l d  s u r f a c e  g e n e r a t e s  n o t  a p l a s t i c  
d e f o r ma t i o n  b u t  a n  e l a s t i c  d e f o r ma t i o n .  F u r ­
t h e r ,  as  t h e  p l a s t i c  d e f o r ma t i o n  p r o c e e d s ,  
g e n e r a l l y  t h e  y i e l d  s t r e s s  v a r i e s ,  a n d  a 
h a r d e n i n g  o r  s o f t e n i n g  o f  t h e  s o i l  o c c u r s .
No w,  i t  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  t h a t  t h e  h a r d e n i n g  
o r  t h e  s o f t e n i n g  o f  t h e  s o i l  o c c u r s  wi t h  a n  
i r r e v e r s i b l e ,  i . e . ,  p l a s t i c  c h a n g e  o f  t h e  
v o i d  r a t i o  or  t h e  v o l u me ,  t h o u g h  i t  i s  n o t  a 
c h a n g e  o f  t h e  v o i d  r a t i o  o r  t h e  v o l u me  i t ­
s e l f ,  s i n c e  t h e  e l a s t i c  d e f o r ma t i o n  d o e s  no t  
g e n e r a t e  a n y  i r r e v e r s i b l e  c h a n g e  o f  ma t e r i a l s .  
Th e r e u p o n ,  a q u a n t i t a t i v e  me a s u r e  o f  t he  
h a r d e n i n g  or  t he  s o f t e n i n g  c a n  be  r e p r e s e n t e d  
b y  t h e  s p e c i f i c  v o l u me  V o f  t h e  s o i l  a t  a 
d e f i n i t e  s t r e s s  a i j .  Ac c o r d i n g l y ,  t h e  y i e l d  
c o n d i t i o n  f o r  t h e  s o i l  i s  r e p r e s e n t e d  by

f (  oL.) - F ( V)  = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 1)

wh e r e  f  a n d  F a r e  f u n c t i o n s  o f  t he  s t r e s s  
a n d  V r e s p e c t i v e l y .

No w,  u n d e r  a l o w p r e s s u r e ,  t h e  p l a s t i c  d e f o r ­
ma t i o n  p r o c e e d s  wi t h  a v o l u me  e x p a n s i o n  o p ­
p o s i n g  t h e  p r e s s u r e ,  a n d  a c c o r d i n g l y  a l o we r ­
i n g  o f  s t r e n g t h ,  i . e . ,  a s o f t e n i n g  o c c u r s .  On 
t h e  o t h e r  h a n d ,  u n d e r  a h i g h  p r e s s u r e ,  t he  
p l a s t i c  d e f o r ma t i o n  p r o c e e d s  wi t h  a v o l u me  
c o n t r a c t i o n ,  a n d  t he  h a r d e n i n g  o c c u r s .  At  a 
c r i t i c a l  s t a t e ,  t h e  p l a s t i c  d e f o r ma t i o n  p r o ­
c e e d s  wi t h  n o  p l a s t i c  v o l u me  c h a n g e ,  a n d  
n e i t h e r  t h e  h a r d e n i n g  n o r  t h e  s o f t e n i n g  o c ­
c u r s .  Th e  f a i l u r e  o c c u r e s  wh e n  t h e  d e f o r ma ­
t i o n  p r o c e e d s  u n d e r  a c o n s t a n t  o r  r a t h e r  
d e c r e a s i n g  s t r e s s .  Th e r e f o r e ,  t h e  f a i l u r e
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s t a t e  c a n  b e  d e f i n e d  as  a s o f t e n i n g  s t a t e  
i n c l u d i n g  t h e  a b o v e - me n t i o n e d  c r i t i c a l  
s t a t e  . An  y i e l d  c o n d i t i o n  r e l a t e d  o n l y  t o 
t h e  f a i l u r e  s t a t e ,  e x c l u d i n g  t h e  h a r d e n i n g  
s t a t e ,  c a n  b e  c a l l e d  a f a i l u r e  c o n d i t i o n .

HVORSL EV' S FAI L URE CRI T ERI ON AND AN EXPL I CI T  
FAI L URE CONDI T I ON DERI VED FROM I T

M. J .  Hv o r s l e v  ( 1960)  h a s  p r o p o s e d  t h a t  t h e  
f o l l o wi n g  e q u a t i o n  h o l d s  a t  t h e  f a i l u r e  
s t a t e

Pynexpo (2)

wh e r e  Vy n  i s  a v a l u e  o f  t h e  s p e c i f i c  v o l u me  
V i n  a n  i s o t r o p i c ,  n o r ma l l y  c o n s o l i d a t e d  
s t a t e  a t  wh i c h  a me a n  s t r e s s  P = Py n  i s  a p ­
p l i e d  t o  s o i l s .  X i s  a c o mp r e s s i o n  i n d e x  i n 
t h e  p l a s t i c  ( n o r ma l l y  c o n s o l i d a t e d )  s t a t e .

J ^ i s  d e n o t e d  b y

1 01 ■’i + a m

Kecos<i>e
■ si n4>e ) 

( 3)

wh e r e  o i  a n d  o j n  a r e  ma x i mu m a n d  mi n i mu m 
p r i n c i p a l  s t r e s s e s  r e s p e c t i v e l y .  <pe a n d  Ke 
a r e  t h e  e f f e c t i v e  a n g l e  o f  f r i c t i o n  a n d  t h e  
c o e f f i c i e n t  o f  c o h e s i o n  d e f i n e d  b y  Hv o r s l e v ,  
r e s p e c t i v e l y .

Pa r a me t e r s  r e l a t e d  t o 
t i o n  v a r y  i n  t h e  p r o c e  
t o  t h e  y i e l d  s t a t e ,  wh  
o n l y  t o  t h e  p l a s t i c  de  
v a r y  i n  t h i s  p r o c e s s ,  
t i o n  i n c l u d e s  o n l y  t h e  
r e p r e s e n t s  t h e  y i e l d  s 
Al t h o u g h  Hv o r s l e v  h a s  
" f a i l u r e  c r i t e r i o n ' ’ , 
p a r a me t e r ,  a n d  t h e r e f o  
f a i l u r e  c o n d i t i o n  d e f i  
s t a n d p o i n t  o f  t h e  t h e o  
t h e n  t h e  f a i l u r e  s t r e s  
b y  t h i s  e q u a t i o n .

t h e  e l a s t i c  d e f o r ma -  
s s  o f  d e f o r ma t i o n  u p  
e r e a s  t h o s e  r e l a t e d  
f o r ma t i o n  d o e s  n o t  
Si n c e  a n  y i e l d  c o n d i -  

l a t t e r  p a r a me t e r ,  i t  
t r e s s  d i r e c t l y ,  
c a l l e d  eq.  ( 2) t h e  
t  i n c l u d e s  t h e  f o r me r  
r e  t h i s  i s  n o t  t h e  
n e d  b e f o r e  f r o m t h e  
r y  o f  p l a s t i c i t y ,  a n d  
s c a n  n o t  b e  p r e d i c t e d

r e l a t i o n s h i p  b e t we e n  t h e  s t r e s s  a n d  t h e  e l a s ­
t i c  v o l u me  c h a n g e .  Then,  a s s u me  t h a t  t h e  e l a s ­
t i c  v o l u me  c h a n g e  i s  n o t  a f f e c t e d  b y  a 
d e v i a t r i c  s t r e s s  a n d  t h a t  t h e  f o l l o wi n g  r e l a ­
t i o n  h o l d s  g e n e r a l l y  i n  a n  i s o t r o p i c  s t r e s s  
s t a t e .

Vn Ki n  ( P/ P0 ) (4)

wh e r e  k  i s  a c o mp r e s s i o n  i n d e x  i n  t h e  e l a s t i c
( s we l l i n g )  s t a t e ,  a n d  P0 v a l u e  o f  P i n
t h e  s t a t e  a t  wh i c h  V = Vo.  Th e n ,  s u b s t i t u t i n g  
t h e  r e l a t i o n  o f  eq.  ( 4)  t o  eq.  ( 2)  wi t h  

r e p l a c e me n t s  o f  Po  — *■ Pv n  an( * 0̂ — *■ V 
e q . ( 4) ,  t h e  f o l l o wi n g  f a i l u r e  c r i t e r i o n ,  
t h a t  i s  a r e f o r me d  Hv o r s l e v ' s  f a i l u r e  c r i t e ­
r i o n ,  i s  o b t a i n e d .

■ V “  K -  P. - exnr - Aü -  V( P -  PynexP (“ -) = 0. ( 5)

As  a n  e x a mp l e ,  c o n s t a n t  v o l u me  l i n e s  a n d  
f a i l u r e  cur ves  f o r  a t r i a x i a l  c o mp r e s s i o n  
s t a t e  p r e s c r i b e d  b y  eqs .  ( 2)  a n d  ( 5)  a r e  
s h o wn  i n  Fi g .  1,  i n  wh i c h  ma t e r i a l  c o n s t a n t s  
A = 0 . 0 9 3 ,  k = 0 . 0 3 4 6 ,  <pe = 18°  a n d  Ke = 0 . 0  
47 a r e  d e r i v e d  f r o m e x p e r i me n t a l  d a t a  f o r

V

1. 700

Th e  f a i l u r e  c o n d i t i o n  d e n o t e s  t h e  s t r e s s  
s t a t e s  a t  wh i c h  t h e  f a i l u r e  o c c u r s  i n  a 
c e r t a i n  d e g r e e  o f  t h e  h a r d e n i n g  o r  t h e  s o f ­
t e n i n g  , f o r  t h e  f i x e d  v a l u e s  o f  t h e  p l a s t i c  
h y s t e r e s i s  p a r a me t e r s  i n c l u d e d  i n t h i s  c o n ­
d i t i o n ,  wh e r e a s  t h e  Hv o r s l e v * s  c r i t e r i o n  
d e n o t e s  t h e  s t r e s s  s t a t e s  a t  wh i c h  t he  
f a i l u r e  p r o c e e d s  i n  a c o n s t a n t  v o l u me ,  f o r  
t h e  f i x e d  v a l u e s  o f  t h e  p a r a me t e r  V i n c l u d e d  
i n t h i s  c r i t e r i o n .  Ac c o r d i n g l y ,  i n  a me c h a ­
n i c a l  s e n s e ,  we  mu s t  r e g a r d  t h e  Hv o r s l e v ' s  
c r i t e r i o n  as  a " c o n s t a n t  v o l u me  c o n d i t i o n "  
i n  t h e  f a i l u r e  s t a t e ,  wh i c h  i s  s p e c i f i c a l l y  
t e r me d  a " f a i l u r e - c o n s t a n t  v o l u me  c o n d i t i o n " .  
On  t h e  b a s i s  o f  t h i s  me c h a n i c a l  i n t e r p r e ­
t a t i o n  4>e a n d  Ke c a n  b e  e a s i l y  d e t e r mi n e d  
b y  a s i n g l e  c o n s t a n t  v o l u me  t e s t  i n  t h e  f a i l ­
u r e  s t a t e .  Us u a l  t e d i o u s  t e s t s  a r e  n o t  r e ­
q u i r e d  f o r  d e t e r mi n a t i o n  o f  t h e s e  v a l u e s .

No w,  eq.  ( 2)  c a n  b e  r e f o r me d  t o  t h e  f a i l u r e  
c o n d i t i o n  b y  mo d i f y i n g  t h e  p a r a me t e r  i n c l u ­
d e d  i n  i t  t o  b e  i n d e p e n d e n t  f r o m t h e  e l a s ­
t i c  d e f o r ma t i o n  a n d  b y  i n t r o d u c i n g  t h e

Fi g.  1 Fa i l u r e  c u r v e s  a n d  c o n s t a n t  
v o l u me  l i n e s  b a s e d  o n  
Hv o r s l e v ’ s f a i l u r e  c r i t e r i o n

50 100 psi
Cb) (P,r) plane

Failure çurves Constant volume
lines

--•--  Py = 30 psi ----- V = 1.6 34
—  *-- .. 60 - --«--  .. 1.569
--°--  .. 120 .. --«--  1.503

1.634 

1.600 

1. 569

1. 503 
1. 500

P
30 50 60 100 120 psi
(a) (P,V) plane
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Theoretical
curves

Experimental
values

Py = 30 psi 
„ 60 -

40 psi
(a) (P,r) plane

Theoretical
envelopes

Experimental 
stress circles

( b)  ( o , t )  p l a n e

Fi g .  2 Co mp a r i s o n  o f  f a i l u r e  c o n d i t i o n  
b a s e d  o n  [ I v o r s l ev ' s  f a i l u r e  
c r i t e r i o n  wi t h  e x p e r i me n t a l  v a l u e s

We a l d  c l a y  r e p o r t e d  b y  D. J .  He n k e l  ( 1956)  
and  R. H. G Pa r r y  ( I 960 ) .  Fu r t h e r ,  i n  Fi gs .  2 
( a)  a n d  ( b ) , c o mp a r i s o n s  b e t we e n  t he  t h e o ­
r e t i c a l  f a i l u r e  c u r v e s  a n d  t h e  e x p e r i me n t a l  
v a l u e s  i n  t h e  ( p , r )  p l a n e  a n d  t h e  ( o, t )  p l a n e  
a r e  s h o wn ,  wh e r e  r  = / 2 / 3 ( o i  — o m)  , a n d  o 
a n d  t  a r e  n o r ma l  a n d  s h e a r  s t r e s s e s  r e s p e c ­
t i v e l y .  I t  s e e ms  t h a t  t h e o r e t i c a l  c u r v e s  
e x p r e s s  t h e  t r e n d s  ‘ o f  e x p e r i me n t a l  v a l u e s  
f a i r l y  we l l .

AL T ERNAT I VE FAI L URE CONDI T I ONS 
I N COUL OMB- MOHR' S FORM

As  s h o wn  b y  eq.  ( 5) ,  t h e  f a i l u r e  c o n d i t i o n  
d e d u c e d  f r o m t h e  Hv o r s l e v ' s  f a i l u r e  c r i t e ­
r i o n  d o e s  n o t  h a v e  a s i mp l e  l i n e a r  r e l a t i o n  
b e t we e n  c o mp o n e n t s  o f  t h e  p r i n c i p a l  s t r e s s ,  
wh i c h  i s  a d i s t i n c t i v e  f e a t u r e  o f  Co u l o mb  
- Mo h r ’ s e q u a t i o n ,  a n d  i s  r a t h e r  c o mp l e x .  
He n c e ,  a l t e r n a t i v e  f a i l u r e  c o n d i t i o n s  
c o n f o r mi n g  t o  t h e  Co u l o mb - Mo h r 1s f o r m a r e  
f o r mu l a t e d .

( A)  A f a i l u r e  c o n d i t i o n  b a s e d  on  
r e l a t i o n  V — I n  P

l i n e a r

Ad o p t i n g  t h e  l i n e a r  r e l a t i o n  o f  V t o  I n  P,  i t  
h o l d s  t h a t

where P

Vo -  ( *  

P

< H n ( P y / Py 0 ) (6)

r y j.3 i  i n  t h e  l a t e s t  p l a s t i c  s t a t e  a n d  
i s  a v a l u e  o f  Py  i n  t h e  i n i t i a l  s t a t e ,  

nen ,  c h o o s i n g  t h e  s i z e  o f  h a r d e n i n g  f u n c t i o n  
F s o  a s  t o  s a t i s f y  F = Py , a n d  l e t  ( T̂ j  b e  
i s o t r o p i c  s t r e s s  s t a t e ,  b y  eq.  ( 6)  t h e  y i e l d  
c o n d i t i o n  ( 1)  b e c o me s  t h a t

-  f o e x P(  KV ) = ( 7 )

wh e r e  fg i s  a v a l u e  o f  f  i n  t h e  s t a t e  at  
wh i c h  V  = Vo.  No w,  l e t  t h e  f u n c t i o n  f  h a v e  
t h e  f o r m o f  Co u l o mb - Mo h r ' s e q u a t i o n  i t s e l f .  
He n c e ,  t h e  f o l l o wi n g  f a i l u r e  c o n d i t i o n  i s  
o b t a i n e d .

hi-C-
I nr sin<|> ' )

f oe*P( KV ) = (8)

wh e r e  <p'  a n d  K 1 a r e  ma t e r i a l  c o n s t a n t s .

( B)  A f a i l u r e  c o n d i t i o n  b a s e d  o n  mo d i f i e d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  c o n s o l i d a t i o n  
I n  t h e  l i n e a r  r e l a t i o n  o f  V — I n  P,  t h e  r e l a ­
t i o n  b e t we e n  V — V a n d  P i s  n o t  a f f e c t e d  by  
a p l a s t i c  l o a d i n g  h y s t e r e s i s  a n d  i s  a l wa y s  
i d e n t i c a l  a s  s h o wn  i n  eq.  ( 4) .  Ho we v e r ,  i t  
ma y  b e  n a t u r a l  t h a t  t h e  s ma l l e r  t h e  V,  t he  
s ma l l e r  t h e  V — V f o r  a c e r t a i n  c h a n g e  o f  
t h e  p r e s s u r e  f r o m o n e  f i x e d  v a l u e  t o  a n o t h e r  
f i x e d  one .  Mo r e o v e r ,  t h e  p r e s s u r e  r a n g e  i n  
eq.  ( 4)  i s  l i mi t e d  t o  P >> 0 a n d  t h e r e f o r e  
eq.  ( 4)  i s  n o t  a p p l i c a b l e  t o  g e n e r a l  
b o u n d a r y - v a l u e  p r o b l e ms  wh i c h  i n c l u d e  
s t r e s s - f r e e  s u r f a c e s .

To  s u p p l e me n t  t h e s e  f u n d a me n t a l  s h o r t c o mi n g s  
i n  t h e  l i n e a r  r e l a t i o n  o f  V -  I n P,  K.  1- I ashi -  
g u c h i  ( 1974 )  h a s  p r o p o s e d  t h e  f o l l o wi n g  
s i mp l e  r e l a t i o n s  b e t we e n  s p e c i f i c  v o l u me  a n d  
p r e s s u r e  i n i s o t r o p i c  c o n s o l i d a t i o n .

V/ V0 = - Ctln( Py/PyO )
v / p - Pr
v  '  6 ( Po -  Pr

■ (9) 

. (10)

wh e r e  a,  $ a n d  Pr  ( =0)  a r e  ma t e r i a l  c o n s t a n t s  
Th e  l e f t  s i d e s  o f  e q s . ( 9)  a n d  ( 10)  a r e  t h e  
p l a s t i c  a n d  t h e  e l a s t i c  v o l u me t r i c  s t r a i n s  
r e s p e c t i v e l y  wh i c h  a g r e e  wi t h  t h e  c o n c e p t  o f  
a l o g a r i t h mi c  s t r a i n .

By  a d o p t i n g  eq.  ( 9)  a n d  c h o o s i n g  t h e  s i z e  o f  
F s o  a s  t o s a t i s f y  F = Py , t h e  y i e l d  c o n d i ­
t i o n  i s  g i v e n  as  f o l l o ws .

f(0ij) - foexpU V0/V )1/a] = 0 ...(11)

L e t  t h e  f u n c t i o n  f  h a v e  t h e  f o r m o f  Co u l o mb  
- Mo h r ' s  e q u a t i o n  i t s e l f ,  a s  d i d  i n ( A) .  Th e n ,  
t h e  f o l l o wi n g  f a i l u r e  c o n d i t i o n  i s  o b t a i n e d .

l  , ° i -  ° ra ° i + ,
- ( - - - - - p- - - - -  -  - - - - - Ô- - - - - Si n4> )

Kcost J)

- f0exp[(-^_)1/o) =0 .... (12)
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wh e r e  tj> a n d  K a r e  t h e  ma t e r i a l  c o n s t a n t s .

Co mp a r i s o n  b e t we e n  t h e  t h e o r e t i c a l  f a i l u r e  
c u r v e s  e x p r e s s e d  b y  eq.  ( 8) o r  ( 12) a n d  t h e  
e x p e r i me n t a l  v a l u e s  i s  s h o wn  i n  Fi g .  3 i n  a 
( o , t )  p l a n e  wi t h  K' = K = 0 . 0 1 7  a n d  =20. 5° .

T h e o r e t i c a l  Ex p e r i me n t a l
e n v e l o p e s  s t r e s s  c i r c l e s

Fi g .  3 Co mp a r i s o n  o f  f a i l u r e  c o n d i t i o n s  
i n  Co u l o mb - Mo h r  1s f o r m 
wi t h  e x p e r i me n t a l  v a l u e s

Th e  Hv o r s l e v ’ s c r i t e r i o n  p r o v i d e s  f l a t  c o n s ­
t a n t  v o l u me  s u r f a c e s  a n d  c o n v e x  y i e l d  s u r ­
f a c e s ,  wh e r e a s  b o t h  o f  eqs .  ( 8) a n d  ( 12) 
p r o v i d e  c o n c a v e  c o n s t a n t  v o l u me  s u r f a c e s  a n d  
f l a t  y i e l d  s u r f a c e s .  Mo s t  o f  t h e  e x p e r i me n t a l  
v a l u e s  s h o w t r e n d s  n e a r e r  t o  t h o s e  i n d i c a t e d  
b y  t h e  f o r me r .  On  t h e  o t h e r  h a n d ,  a s  s h o wn  
i n  Fi g.  3,  i t  s e e ms  t h a t  f a i l u r e  s t r e s s e s  
c a n  b e  e x p r e s s e d  f a i r l y  we l l  e v e n  b y  eqs .  ( 8) 
o r  ( 12) .  Ho we v e r ,  i t  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  
t h a t  s u b s t a n c i a l l y  eqs .  ( 5)  a n d  ( 8)  a r e  n o t  
a p p l i c a b l e  t o P i  0,  a c c o r d i n g  t o  t h e  c h a r ­
a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e l a s t i c ,  i s o t r o p i c  c o n s o l ­
i d a t i o n  t o  wh i c h  t h e y  a r e  r e l a t e d .

Hv o r s l e v  h a s  c a l l e d  4>e ’ ’ e f f e c t i v e  a n g l e  o f  
f r i c t i o n ”  a n d  Ce " e f f e c t i v e  c o h e s i o n "  s h o wn  
b y  Ce = Ke Py n e x p [ ( Vy n  -  V) / A] .  Ho we v e r ,  Ce i s  
n o t  c o n s t a n t  e v e n  i n t h e  c a s e  l o a d e d  f r o m t h e  
s a me  i n i t i a l  s t a t e ,  s i n c e  Ce d e p e n d s  u p o n  V 
wh i c h  v a r i e s  e l a s t i c a l l y  wi t h i n  a n d  a l o n g  t h e  
y i e l d  s u r f a c e .  On  t h e  o t h e r  h a n d ,  C'  a n d  C 
s h o wn  b y  C'  = K ’ f o e x p [ ( Vo  -  V) / ( A -  <) ]  a n d  
C = Kf o e x p  [ ( Vo/ V)  1 / a ]  o b t a i n e d  f r o m eqs .  ( 8) 
a n d  ( 12)  a r e  c o n s t a n t  f or  f i x e d  v a l u e  o f  V.  
Th e s e  p a r a me t e r s  C ’ a n d  C ma y  b e  s u i t a b l e  t o  
b e  t e r me d  " f a i l u r e  c o h e s i o n " ,  a n d  f u r t h e r  
a n d  <{> ’ ’ f a i l u r e  a n g l e  o f  f r i c t i o n " .

COMMENTS ON MORE GENERAL  FAI L URE CONDI T I ON 
AND CONST ANT  VOL UME CONDI T I ON

T h e  a b o v e - me n t i o n e d  f a i l u r e  c o n d i t i o n s  a r e  
s u b s t a n t i l l y  b a s e d  o n  t h e  Co u l o mb - Mo h r ' s 
e q u a t i o n .  Ho we v e r ,  i n g e n e r a l ,  y i e l d  s u r f a c e s  
f o r  s o i l s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  c l o s e d  s u r f a c e s .  
Al s o ,  f a i l u r e  s u r f a c e s  i . e . ,  s o f t e n i n g  p a r t s  
o f  y i e l d  s u r f a c e s ,  c u r v e  n o n l i n e a r l y  wi t h  
r e s p e c t  n o t  o n l y  t o  d e v i a t r i c  s t r e s s  b u t  a l s o  
t o  me a n  s t r e s s .  Ad o p t i n g  t h e  a s s o c i a t e d  f l o w 
r u l e ,  t h e  v e c t o r s  o f  n o r ma l  t o  t h e s e  s u r f a c e s  
l o s e  a c o mp o n e n t  o f  me a n  s t r e s s  a t  c r i t i c a l  
s t a t e ,  a s  s h o wn  i n  F i g . 4.  Fu r t h e r ,  r e g a r d i n g  
f o r  t h e  e l a s t i c  v o l u me  c h a n g e ,  i t  i s  u n d e r ­
s t o o d  t h a t  c o n s t a n t  v o l u me  s u r f a c e s  a r e  a l s o  
r e p r e s e n t e d  b y  c l o s e d  s u r f a c e s ,  wh e r e a s  t h e  
v e c t o r s  o f  n o r ma l  t o  t h e s e  s u r f a c e s  h a v e  a 
c o mp o n e n t  o f  me a n  s t r e s s  a t  c r i t i c a l  s t a t e  as

s h o wn  i n  F i g . 4.  So f t e n i n g  p a r t s  o f  t h e  s u r ­
f a c e s  a r e  c u r v e d  s o  r e ma r k a b l y  t h a t  t h e i r  
v e c t o r s  o f  n o r ma l  h a v e  n o t  o n l y  n e g a t i v e  bu t  
a l s o  p o s i t i v e  c o mp o n e n t s  o f  me a n  s t r e s s .  A c ­
c o r d i n g l y ,  n e i t h e r  a f a i l u r e  c o n d i t i o n  n o r  a 
f a i l u r e - c o n s t a n t  v o l u me  c o n d i t i o n  c a n  b e  r e p  
r e s e n t e d  s a t i s f a c t o r i l y  b y  a s i mp l e  e q u a t i o n  
s u c h  a s  Co u l o mb - Mo h r 1s . He r e a f t e r ,  we  s h o u l d  
f i n d  a mo r e  g e n e r a l  f a i l u r e  c o n d i t i o n  wh i c h  
i s  t o  b e  f r e e  f r o m Co u l o mb - Mo h r 1s e q u a t i o n .

— - - - - -  Yi e l d  s u r f a c e s

- - - - - - - - - -  Co n s t a n t  v o l u me  s u r f a c e s

- - - - - - - - - - - - Cr i t i c a l  s t a t e  s u r f a c e

Fi g .  4 Ge n e r a l  y i e l d  s u r f a c e s  a n d  
c o n s t a n t  v o l u me  s u r f a c e s

CONCL USI ONS

I n t h i s  p a p e r ,  a f a i l u r e  c o n d i t i o n  i s  d e r i v e d  
f r o m Hv o r s l e v ’ s  f a i l u r e  c r i t e r i o n ,  a n d  f u r ­
t h e r  t wo  a l t e r n a t i v e  f a i l u r e  c o n d i t i o n s  i n  
Co u l o mb - Mo h r ’ s f o r m a r e  p r e s e n t e d .  Th e  f i r s t  
c o n d i t i o n  s e e ms  t o  r e p r e s e n t  t h e  t r e n d s  o f  
f a i l u r e  s t r e s s  f o r  s o i l s  mo s t  s u i t a b l y ,  e x ­
c e p t  f o r  t h e  s t a t e  a t  wh i c h  t h e  s t r e s s  i s  
n e a r  t o  z e r o .  Bu t ,  t h i s  c o n d i t i o n  i s  r a t h e r  
c o mp l e x .  On  t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  s e e ms  t h a t  t h e  
f a i l u r e  c o n d i t i o n  wh i c h  a d o p t s  t h e  mo d i f i e d  
c o n s o l i d a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  t h e  Co u l o mb  
- Mo h r ’ s f o r m g i v e s  a p r o p e r  a p p r o x i ma t i o n  a n d  
i s  v e r y  c o n v e n i e n t  f o r  p r a c t c a l  us e.

Ho we v e r ,  g e n e r a l  f a i l u r e  s t r e s s e s  f o r  s o i l s  
c a n  n o t  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e s e  c o n d i t i o n s  
b a s e d  o n  t h e  Co u l o mb - Mo h r 1s e q u a t i o n .
A mo r e  g e n e r a l  f a i l u r e  c o n d i t i o n  f o r  s o i l s ,  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  Co u l o mb - Mo h r 1s e q u a t i o n ,  
s h o u l d  b e  f o und .
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