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L'objet de cette note est de rappeler succintement la théorie des charges limites et d'en faire 1'application a
un probléme de Mécanique des Sols, celui de 1'arrachement des fondations. On définit tout d'abord les hypothéses
générales du probléme, les conditions aux limites et les conditions de frottement aux interfaces sol-fondation.
On décrit ensuite 1'outil de calcul statique et cinématique basé sur la discrétisation en &léments finis. Les
solutions analytiques et numériques proposées pour le probléme de 1'arrachement de fondations de formes diverses
et comparées a des résultats expérimentaux sont ensuite présentées. L'étude de ce probléme particulier met en
évidence les perspectives offertes par ces méthodes dans 1'étude de la stabilité des ouvrages de Génie Civil.

INTRODUCTION

Les méthodes de calcul des chargements limites en
Mécanique des Sols adoptent généralement, pour les
matériaux constitutifs des systémes étudiés, le sché-
ma de comportement rigide - parfaitement plastique.
Sans sous-estimer 1'intérét pratique de ces méthodes:
cercles de FELLENIUS, détermination de champs de
contraintes localisés (SOKOLOVSKI).., on peut s'in-
terroger sur la signification physique des solutions
qu'elles proposent.

Basés sur 1'hypothé&se d'une loi d'écoulement associée
au critére de plasticité du matériau, les théorémes
de 1'Analyse Limite apportent une réponse précise 3
cette question et sont 3 1l'origine de méthodes
rationnelles permettant d'encadrer les chargements
limites des systémes étudiés. La loi d'&coulement
associée n'est acceptable que pour certains maté-
riaux, les argiles molles non drainées. Pour les
matériaux pulvérulents, une extension des Théorémes,
de 1'Analyse Limite a 8té &tablie par RADENKOVIC [5]
mais elle ne permet pas de préciser suffisamment le
domaine des chargements limites.

L'application analytique des méthodes de 1'Analyse
limite méme dans le cas de la déformation plane,
reste laborieuse et ne conduit pas toujours i des
résultats précis.

Ces difficultés ont suscité leur mise en oeuvre nu-
mérique, basée sur une discrétisation en &léments
finis, suivant en cela les travaux de LYSMER_[3]
(programme statique), FREMOND et SALENCON [2] (pro-
gramme cinématique).

1 - POSITION DU PROBLEME
Hypothéses

&coulement initial (petites déformations) et dé-

formation plane

- fondations indéformables & géométrie définie sur
la Fig. 1 .

comportement du sol rigide - parfaitement plasti-

que, obéissant au critére de TRESCA(0y ) 4Tay—4c=0

(c = coefficient de cohésion) et & la loi d'écoule-

ment du potentiel plastique classique.
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Fig. 1 Géométrie des fondations

Conditions aux limites & la frontiére du systéme
sol-fondation :elles sont définies sur la Fig. 2.
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Fig. 2 Conditions aux limites

Vx =0
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Paramétres de chargement : le probléme de 1'arrache-
ment des fondations est un probléme 3 3 param&tres

de chargement adimensionnels :

Q=g

Fx

composant algébrique sur Ox de la force d'arrachement.

poids volumique du sol.

Qu=T%

7
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— It .
poids volumique de la fondation.
Les paramétres de vitesses de déformation associés

sont : 4 = Voo h
ql = gl\/—:. ds ’% avec Vi

composant sur Ox de la vitesse de déplacement.

33 =-Ve.5.5
avec S aire de la section de la fondation dans le
plan Oxy
S' : complémentaire de S dans le 1/2 plan desx >0
(f:]a: —2bV,. S dans le cas des dalles d'ancrage).

Type de solution cherchée : on se propose de déter-
miner 1'effort limite d'arrachement correspondant &
1'écoulement libre dans le cadre de la théorie des
charges limites.

2 - THEOREMES DE L'ANALYSE LIMITE [6]

Soit un systéme A de frontiére S et de volume V
constitué de matériaux ob&issant au principe du tra-
vail maximal et soumis & un processus de chargement
4 n paramétres.

Théoréme statique (fig. 3a) tout chargement limite

QFfappartient & la frontidre F (K) du convexe K de

R} ensemble des chargements licites de A défini
comme suit :

K:{Q(G)/G licite (statiquement et plastiquement
admissible)} et 4*est dirigé suivant une normale ex-
térieure 3 F (K). La méthode statique (fig. 3a), ba-
sée sur ce théoréme, permet une approche intérieure
de F (K). On obtient le chargement lzmite:
Q*=(Q), @l @) (OF (ieis)
composante de Q‘fixée, Q%0 ) en résolvant le
probléme :

QY =Max [Q;,>0/30 licite = Q(6)=(@},Q.,, a%)]
Théoréme cinématique (fig. 3b) le convexe K est égal
§ 1'intersection des demi espaces Ev de R™ tels que :

Ev={Q/ Qq(v)-P(v)$0/ v |ici"e,}
ol P (v) est la puissance dissipée dans v
En résolvant, pour différentes directions qq. le
probléme :
P(V)=Min (P(v) /v licite eF gq(vi= gd;)
on définit des hyperplans tangents & K, d'équations:
Qq4q; - P($:)=0
qui déterminent une approximation extérieure de la
frontiére F (K).

0 |t
- T~

K K \‘\
™ LA et g

Fig. 3 Méthodes statique et cinématique

420

3 - SOLUTIONS ANALYTIQUES

Nous ne présenterons ici que les résultats analytiques
relatifs aux fondations trapézoidales & interface
lisse [8]

(d) "

Fig. 4 Champs de contraintes

3.1 Application de la méthode statique :

L'approche intérieure de F (K) est obtenue a partir
des champs de contraintes :Gp, et Gp,, qui prolongent
le champ plastique Gpdéfini uniquement sur ABR(fig:da
et du champ G3 .

3.1.1. Description de Gp

Gp , qui correspond 3 un &tat de butée par rapport a
AB, est composé de 2 zones, séparées par la ligne de
discontinuité AR et a pour expression :

~sur AIR : Gz=3x® ; Gy=Tx+2¢ ;| Txy = 0O
-sur ABR : Gx = C(1-2sinA-cosZA)+ .o
Cy = Gx +2c cos2A
Zz_\, = -c 5in2A
3.1.2. Description de Gp, (fig. 4b)

Gp, , composé de 7 zones Zi (i = 1,7) séparées par
des lignes de discontinuités en contraintes, est 1i-
cite pour Q2 > O . La définition de Gpssur Z1 et 72
est identique & celle de Gp respectivement sur ADR et
ABR. Sur les autres zones,0p, a pour expression :

- sur 23 Ozz8= ; Gyz-2c sinA+8x ; Taxy=O
-sur 24 Gx=0Cy=z B=x-2csinA ; Toey =0
-sur 25 Op =7T.x; Gy=3Fx-2c ; Tay=0O
- sur 26 GOpz= 0.x-2c sinA j C'a: ¥x-1c ; Z,_.j:O
-sur 27 GOxs= T.x-Min(B.h, 4qc¢)

63: ¥.x-2c¢c ,'T,L:’:O
3.1.3. Description de Gp, (fig. 4c)
Op, est égal a Gpysur ABDE. I1 est défini comme suit



sur 23: Oy = ¥.x ; 03: Yx-2.c ; Txy=0
ar 24:0x= ¢ (2sind+ cos23-1)+¥x

fy= 0=-2cos2d.c

Tay=C.Sin2 A
wr Zg: 0z Yoz ~2esind ; Op=V.x+2c. (sind-1)

Q- (0x,04) =A+(at-4). T/

N 226i2<M, o= =4 si 8

o=, 228idgT =T, A4 51 A>T
‘expression deO'P,_ sur Z6 et Z7 est donnée en suppo-
ant que dans ces zones, la cohésion est a (0« a<c).
ur CBJIK,0p, est un champ de PRANDTL défini par :
?:1-"% ;X ({0140)2-Y.2) /2. c= ¢ (sind -4)/a - 7
ur BI1J; ‘f:-“/ ;I; ‘-(Si'ﬂ")/a.-% - A surcBK
'éventail de PRANDTL ayant pour sommet B et pour ou- !
orture A ; ce champ est ensuite prolongé sur Z¢ et 27
aivant la méthode se SHIELD .
a valeur de a résulte de celle de Gx (M) (MECB) qui
oit €tre positive ou nulle. En posant :
= (2c(sin)-4) +Y.ﬁ-) J24+2A) quandm £Q, <M
=c quand Q:yM
I:m=2(-SinA JM=2 (2 +A-si 1
st licite %our (07 m.)’ ¢ A'gm A),0p,
..1.4 Description de 03 (fig. 4d)
3 est défini sur Zj par0x=0y=Y.x; Txy= o; come
xourO'Pl, 1'expression de¥03 sur Z2 est donnée, en sup-
osant que d?s cette zone la cohésion est égale d a
DL£Ag ¢ ).03 sur CBED est un champ de PRANDTL défini
ar (@=-;X==% -TA_) sur BOC et (¥=0 ,X=_4/)
ur DFE, 1'éventail de PRANDTL ayant pour sommet B et
our ouvertureT/z . Le prolongement sur tout Z7 est
ait suivant la méthode de SHIELD.

vec a :’6.{/{1“,1) pour O € @7€7 ¢l et a=c pour Q2 M4z,
3 est licite pour Q3 O.

1.5 Résultats obtenus i partir de 0-P4,€P1_ et 03 :

‘ans 1l'espace Q1 , Q2 , Q3 ,0}4 etO’Pz définissent les
urfaces planes suivantes :

15 Q¥q= - 4(4-5in))Lg X 5i 0¢Q; <M [Ny= {A} t33, Eg))
2 QNZ=-L(((A-5-'»\X)V5,\+|I"[Z+)-sin,\));.' G,y M
Nm:‘l,'@)-zb/kl(bfé)/fv) et03 les surfaces :
30 Q=0 si 04Q; (M4

a4 Q= = 1b [(ma2) /4 siQuy,MtT

.2 Application de la méthode cinématique :

‘herchant 3 approcher K par des plans paralliles &

*1 , S2 , S3 et §4 pour préciser au mieux F (K), nous
onsidérons les champs de vitesses de déformation v
els que :

-9(v)= 94, =-Vo.c.h. Ny

. ou q(u)=qd1=-v¢,.c.t. Ny

~.2.1 Champs de vitesses de déformation vi (8)

1s dérivent des champs de vitesses de déplacement

11 (8) représentés sur la fig. 5a, quelque soit &
:ompris entre etM4+A , NOUS avons :

_Bie)= e WiVL sind /cos B 5in (1 -9) , (E8):
puissance dissipée dans vy (8) )

Sa v @) ) =4 -
Le minimum de P; (8), obtenu pour 8= 8= 7+
definit le plan Cq extdrieur i K et d'&qua
QR.-Nyz-2sind/ sin (%.2 . cos (
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3.2.2 Chammps de vitesses de déformation vz (8, M)

11s dérivent des champs uz (8,m) (fig. Sb). Nous
avons, pour € compris entre 1\/1 etM4d ctu compris
entre 0 et"\/l:

P2(o,p) < 236 (8 (e loop)-90)- (e
afve(o,p))z 4d. '

Notons P LB,}‘A ) le minimum de P2 (Buu). Alors le
champ vy (8, &) définit le plan C; d'équation :

QNy= £, (8,4) /.l ve

0 A c i
\ / /
B ’ / /

Fig. 5 Champs de vitesses de déplacement
3.3 Représentation des résultats obtenus :

Nous avons représenté sur la fig. 6a les traces des
approches intérieure et extérieure de F (K) dans le
plan Q3 = O (fondation non pesante} quand 1 = O, et
pour = N/g

De méme la fig. 6b représente les traces de ces appro-
ches dans le plan Q3 = O lorsque la fondation considé-
rée est une fondation 4 dalle caractérisée par

Az Arcty (BA) = A0°

o @ 0 1
Fig. 6 Approches Statiques et cinématiques

4 - SOLUTIONS NUMERIQULS [4']
4.1 Programmes de calcul

Le progranme statique, basé sur un modéle &léments
finis triangulaires 3 interpolation lin&aire de champs
de contraintes licites et autorisant certaines discon-
tinuités permet de maximiser un paramétre de charge-
ment (ici la force d'arrachement}.

Le programme cinématique, basé sur un modéle &léments
finis triangulaires a interpolation linZaire de champs
de vitesses de déplacement licites et autorisant cer-
taines lignes de discontinuité permet de minimiser la
puissance dissipée dans 1'écoulement P (v) et d’en dé-
duire 1'équation d'un hyperplan tangent extérieurement
au convexe des chargements limites.
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Pour chacun des programmes, la linéarisation du cri-
tére de TRESCA plan, conduit & un probléme de program-
mation linéaire.

4.2 Résultats numériques

Le programme cinématique a €t utilisé pour la déter-
mination des frontiéres du convexe K dans le cas des
fondations de la fig. 1. La trace de 1'hyperplan noté
Hn, obtenu numériquement pour une fondation trapézoi-
dale (A-Wg 0=0) est indiqué sur la fig. 6a. De mé-
me la fig. 6b montre la trace de Hn fournie par le
programme cinématique appliqué d 1'arrachement d'une
dalle d'ancrage avec A = 10°

Le programme statique a fourni dans le premier cas un
point du plan (Qj, Q) pratiquement situé sur la tra-
ce du plan correspondant 3 la borme statique analyti-
que (fig. 6a). D'autres essais sont nécessaires pour
apprécier les possibilités d'amélioration des solu-
tions statiques mumériques.

5 - COMPARAISON A DES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Les solutions au probléme de 1'arrachement des dalles
fournis par 1'Analyse limite ont été comparées aux
résultats d'une série d'essais d'arrachement dans une
argile molle non drainée de poids volumique ¥ =

1,93 g/cm3 et de cohésion C voisine de SOg/cm2 [1] .

La fig. 7 permet de constater que les valeurs expéri-
mentales sont voisines des solutions cinématiques
théoriques tout en demeurant plus élevées. Ce paradoxe
s'explique par :

- 1'approximation de la déformation plane par une pla-
que rectangulaire (a = 12cm; b = 2cm)

- une déformation importante du sol avant Tupture
contraire & 1'hypothése des petites déformations
(surtout pour les dalles fortement enfoncées (h=15cm).

L'intérét des résultats théoriques apparait cependant
sous 2 formes :

- les bornes cinématiques fournissent quelle que soit
la profondeur initiale d'enfoncement une approche
correcte des valeurs expérimentales.

- on note une bonne concordance entre la profondeur
critique d'enfoncement initial observée lors des dif-
férents essais et la profondeur critique correspondant
aux résultats théoriques fournis par la méthode ciné-
matique.

Fig. 7 Comparaison avec des Résultats Expérimentaux
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CONCLUSION

L'application des méthodes de 1'Analyse limite au
probléme de 1'arrachement de fondaticns de formes
diverses a permis d'obtenir un convexe des chargements
limites pour ce probléme d'écoulement.

Les résultats théoriques comparés & ceux d'une série
d'essais d'arrachement dans une argile saturée non
drainée ont montré, compte tenu des différences entre
les conditions expérimentales et les hypothéses de
calcul, une bonne concordance quant aux valeurs des
efforts et & 1'allure des courbes effort-enfoncement.

L'utilisation simultanée des méthodes statique et
cinématique de 1'Analyse limite, rigoureuses pour les
matériaux standard devrait permettre de préciser le
sens des solutions antérieures dans ce domaine et de
proposer une double approche des chargements limites
dans la majorité des cas ol il n'existe pas de solu-
tion compléte tel celui de 1'arrachement des fonda-
tions.

L'utilisation numérique de ces méthodes pour les
problémes tridimensionnels et un essai d'adaptation
aux matériaux non standards constituent les principa-
les extensions actuellement en cours.
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