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E . C A S T I L L O  and
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SYNOPSI S. -  T h i s  wo r k  s h o ws  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n s  t o  
s l o p e  s t a b i l i t y  a n a 1y s i s . Af t e r  g e n e r a l i z i n g  t h e  c l a s s i c a l  Eu l e r  e q u a t i o n s  a n d  t h e  n a t u r a l  a n d  
t r a n s v e r s a  1 i t y  c o n d i t i o n s  t o  f u n c t i o n a l s  d e f i n e d  as  a q u o t i e n t  o f  i n t e g r a  1 s , t h e  d e t e r mi n a t i o n  
o f  t h e  c r i t i c a l  s l i d i n g  l i n e ( t h e  o n e  g i v i n g  t h e  mi n  i mu n  s a f e t y  f a c t o r )  i s p e r f o r me d  v e r y  e a s i ­
l y .  Th e  ma t h e ma t i c a l  s t a t e me n t  o f  t h e  s l o p e  s t a b i l i t y  p r o b l e m i s e s t a b l i s h e d  wi t h  g e n e r a l i t y  
a n d  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  c a s e  o f  t h e  J a n b u ' s  me t h o d  o b t a i n i n g  v e r y  i n t e r e s t i n g  r e s u l t s  f o r  t h e  
c a s e  o f  an  h o mo g e n e o u s  s o i l  a n d  c o mp i l i n g  a d i me n s i o n a 1 c h a r t s  wh i c h  a l l o w t h e  s t a b i l i t y  n u m­
be r  t o  be o b t a i n e d  as  a f u n c t i o n  o f  t h e  g e o me t r y  o f  t h e  s l o p e  a n d  t h e  s t r e n g t h  c h a r a c t e r i s ­
t i c s  o f  t h e  s o i l .  T h e  me t h o d  i s  l a t e r  g e n e r a l i z e d  t o  t he  c a s e  o f  s e v e r a l  l a y e r s , f o r  wh i c h  ma ­
t h e ma t i c a l  r e a s o r s  l e a d  t o  s l i d i n g  l i n e s  p a r t i a l l y  c o i n c i d e n t  wi t h  t h e  b o u n d a r y  l i n e  b e t we e n  
l a y e r s . I n  t h i s  c a s e  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n s  g i v e s  a l s o  t h e  s o l u t i o n  as  i t  i s s h o wn  wi t h  s e  
v e r a l  e x a mp l e s .

1 . -  INTRODUCTION

Me t h o d s  u s e d  a t  t h e  p r e s e n t  t i me  f o r  a n a  1 i -  
z i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  s l o p e s  c o n s i s t  o f  d e ~  
t e r mi n i g  t h e  f a c t o r s  o f  s a f e t y  a s s o c i a t e d  
wi t h  a s e r i e s  o f  s l i d i n g  l i n e s  p r e v i o u s l y  de  
f i n e d  b y  t h e  e n g i n e e r  a n d  t h e n  o b t a i n i n g  t h e  
mi n i mu n  o f  t h e s e , wh i c h  i s t a k e n  a s  t h e  s a f e ­
t y  f a c t o r  o f  t h e  s l o p e .  Bu t  d u e  t o  t h e  f a c t  
t h a t  t h i s  t r i a l  p r o c e d u r e  d o e s  n o t  c o v e r  a l l  
t he p o s s i b l e  c u r v e s  i t  i s o b v i o u s  t h a t  o t h e r  
l i n e s  c o u l d  l e a d  t o  a s ma l l e r  f a c t o r  o f  s a f e  
t y . Ho we v e r  s i n c e  t h e  n u mb e r  o f  c u r v e s  wh i c h  
a r e  a c t u a l l y  u s e d  i n t h e  t r i a l  i s  v e r y  h i g h ,  
i t  c a n  be  h o p e d  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  b e t we e n  
t h e  a b s o l u t e  mi n i mu m a n d  t h e  c o mp u t e d  o n e  
wo u l d  be  s ma l l  e n o u g h  n o t  t o  g i v e  s e r i o u s  
c o n s e q u e n c e s  .

To  s u mma r i z e , t h e  a n a l y s i s  o f  s t a b i l i t y  o f  a 
s l o p e  b y  l i mi t i n g  e q u i l i b r i u m c r i t e r i a  r e d u ­
c e s  t o  t h e  s e a r c h  f o r  t h e  c r i t i c a l  s l i p  l i n e  
i n t h e  s e n s e  o f  g i v i n g  t h e  mi n i mu m s a f e t y  
f a c t o r , a n d  t o  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h i s  v a l u e .

Th e  c o mmo n  p r o c e d u r e  o f  s e a r c h i n g  f o r  t h i s  
l i n e , wh i c h  h a s  b e e n  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d , i s  
a r d u o u s  a n d  b e c o me s  t e r r i b l y  c u mb e r s o me  
o wi n g  t h e  h i g h  n u mb e r  o f  c a l c u l a t i o n s  a c t  u a _1_ 
l y i n v o l v e d .  Fo r  t h e s e  a n d  o t h e r  r e a s o n  i t  

wo u l d  be v e r y  u s e f u l  t o  h a v e  a me t h o d  a v a i ­
l a b l e  t o  p r o v i d e  t h i s  s l i d i n g  l i n e  Wi t h o u t  
t he  a b o v e  s h o r t c o mi n g s .

Th e  me t h o d  p r e s e n t e d  h e r e  me e t s  t h e s e  r e q u  i *• 
r e me n t s  a l l o wi n g  a s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m 
by  t h e  u s e  o f  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n s  t he_ 
o r y .  T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  Sh o w t h e  me t h o d  t o 
be p r o m i s i n g  .

2 . -  MATHEMATICAL BACKGROUND

T h e  f u n c t i o n a l  d e f i n i n g  t h e  f a c t o r  o f  s a f e t y

o f  a s l o p e  c a n  be  e x p r e s s e d  ( f i g u r e  1)  as :

Fi g .  1 An a  1 i t i c a  1 d e f i n i t i o n  o f  t h e  s l o p e

F j ( x . y j  . y p d x

F - - (1)

G ; ( x , y  . , y : ) dx

i - 1

wh e r e  y j = y  ; ( x ) , ( i = 1 , 2,  . . . , n ) r e p r e s e n t s  t he  
s l i d i n g  c u r v e  i n t h e  i n t e r v a l  ( x | , x [ _ p , a n d
t h e  f u n c t i o n s  Fj  a n d  Gj  a r e  r e l a t e d  wi t h  t h e  
s h e a r  s t r e n g t h  a n d  t h e  a c t u a l  s h e a r  s t r e s s  
o f  t h e  s o i l  r e s p e c t i v e l y .

Co n s e q u e n t 1y , t h e  d e t e r mi n a t i o n  o f  t h e  s a f e ­
t y  f a c t o r  o f  a g i v e n  s l o p e  c o i n c i d e s  wi t h  
t h e  p r o b l e m o f  d e t e r mi n i n g  t h e  mi n i mu m v a *
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T h e  a n a l y s i s  o f  t h i s  k i n d  o f  f u n c t i o n a l  i s -  
n o t  g e n e r a l l y  s t u d i e d  i n t h e  e x i s t e n t  l i t e r a_  
t u r e  t h e n ,  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  t h e o r y  o f  t h e  
Ca l c u l u s  o f  V a r i a t i o n s  t o t h i s  c a s e ,  a g e n e ­
r a I i z a  t  i on  h a s  b e e n  d o n e  by  t h e  a u t h o r s  wi t h  
t h e  h e l p  o f  t h e  d i f f e r e n t i a b l e  a p p l i c a t i o n s  
t h e o r y .

I t  c a n  be  p r o v e d  t h a t  t h e  EUL ER' s  e q u a t i o n s  
a s s o c i a t e d  t o t h i s  n e w p r o b l e m a r e :

”3  F . d ^  F .

1ue whi c h t akes  f unc t i onal  ( 1)  .

3y
F =

( -
d x

d 

d x
I

a n d  i n c o n s e q u e n c e  t h e  c u r v e  wh i c h  g i v e s  t h e  
mi n i mu n  f a c t o r  o f  s a f e t y  wi l l  h a v e  t o  s a t i s ­
f y  t h i s  e q u a t i o n .
I n o r d e r  t o  h a v e  a we l l  d e f i n e d  p r o b l e m,  o r ,  
i n o t h e r  wo r d s ,  a p r o b l e m wi t h  a u n i q u e  s ol u_ 
t  Í o n , mo r e  c o n d i t i o n s  mu s t  b e  g i v e n ,  b e c a u s e  
t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 2)  d e p e n d s  o n  s e v e  
r al  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .
F r o m t h e  Ca l c u l u s  o f  Va r i a t i o n s  t h e o r y  i t  i s 
a l s o  k n o wn  t h a t ,  i n o r d e r  t o  o b t a i n  a n  e x t r e  
me  f o r  t h e  f u n c t i o n a l  ( 1)  t h e  f o l l o wi n g  n a t u  
r al  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  mu s t  b e  s a t i s f i e d  a t  
t h e  p o i n t s  x .  wh e r e  t h e r e  i s  a c h a n g e  i n t h e  
a n a l y t i c a l  e x p r e s i ó n  o f  t h e  p r o f i l e  o f  t h e  -
s l o p e

3 F .  
______ i

3 v ;

( f : ( x ) ) .  
~ô G

T h e s e
o f  t h e  p r o f i l e  
e q u a t i o n s  a r e :

■ a y ;

i +1
- F

i + 1

1 y i + i

( 3 )

| x = x .

I n a d d i t i o n  t h e  t r a ns  v e r s a 1 i t y  c o n d i t i o n s
mu s t  be 
p o i n t s ,

s a t i s f i e d  i n 
x . . wi t h  a

o  a n d
c h a n g e

(| a n d  a t  

o f  s t r a t u s .
t h e  

I n
t h i s  c a s e  t r a n s v e r s a l  i t y  e q u a t i o n s  b e c o me :

( F j - F G, ) + ( f ) - y j  ) ( 11] 

^ y]

- F

( F - FG ) + ( f  1 - y  1 ) ( —
n n n 7 n

( F . - F G. )  + ( I f  j - y j )  (

y ;

Ì L i

¿y!
- F

(F j  + 1 - F Gj  + 1 ) + (<p;  + 1 - y ;  + 1 ) ( -

"à G 1

■a g .

" à  G.

F .

=  0

=  0

( i l a )

(bb)

( ' t e )

x =  X . 
J

+ 1 - FÜ 1 ± 1

' j  + 1
J + 1 x = x . 

J

3 . -  A P P L I CA T I ON TO T HE J ANBU' S MET HOD

I n o r d e r  t o  c l e a r l y  u n d e r s t a n d  t h e  i d e a s  e x ­
p r e s s e d  i n t h e  p r e v i o u s  p a r a g r a p h s  a n d  t o 
s h o w p o we r  o f  t h e  me t h o d  i t  wi l l  be  a p p l i e d  
t o t h e  J a n b u ' s  me t h o d .

I n t h i s  c a s e ,  t h e  f o r mu l a  wh i c h  p r o v i d e s  t he  
f a c t o r  o f  s a f e t y ,  F,  c o r r e s p o n d i n g  t o a g i ­
v e n  s l i d i n g  c u r v e  a n d  n e g l e c t i n g  s h e a r i n g  
f o r c e s  b e t we e n  s l i c e s  i s :

F=
i = 1

( c + A w .  t g ¿)  A x  . ( 1 + t  g 2 / 3 . ) ( 1 + t 9 ^ t g ^ 0

( 5 )

i =  1
A  w | t  9 / 3  :

wh e r e  4  w.  i s  t h e  we i g t h  o f  t h e  i - t h  s l i c e ’, -  
/ 3j  t h e  i n c l i n a t i o n s  o f  t h e  s l i d i n g  c ur v e* ,  A x .

t h e  wi d t h  o f  t h e  i - t h  s l i c e* ,  c  t h e  c o h e s i o n ,
6 t h e  a n g l e  o f  i n t e r n a l  f r i c t i o n  a n d  Y  t h e  -  
u n i t  we i g t h  o f  t h e  s o i l .

I f  t h e  wi d t h  o f  t h e  s l i c e s  r e d u c e  t o  z e r o  t h e
f o l l o wi n g  e q u a t i o n s  f o r  F.  a n d  G.  a r e  o b t a i -  

. i i 
n e d  :

F . = 
i

[ c +  ( y ¡ - f  ¡ ) y  t g <¡(] ( 1 + y ! 2 )

t g  i  • y !
1 +

(6)

( 7)

3 . 1  - -  HOMOGE NE OUS  SOI L

Le t  us  c o n s i d e r  an  h o mo g e n e o u s  s o i l ( f i g u r e  2)

Fi g .  2 . -  An a l i t i c a l  d e f i n i t i o n  o f  a r e c t i l i ­
n e a r  s l o p e .

' The  f u n c t i o n s  d e f i n i n g  t h e  s l o p e  p r o f i l e  a r e :

x > 0f 1 ( x )  = 0

f  2 ( x )

f  j  ( x) - H x < - H,

(8)

y i (xi>
y . _ ,  ( x . )  ( 0 ¿ i ¿n )

L e t  us  a s s u me  a l s o  a c o n t i n u o u s  s l i d i n g  l i n e :

( 9 )

wh i c h  t o g e t h e r  wi t h  c o n d i t i o n  ( 3)  g i v e s :

y j ( x . )  = y ! . ,  ( x . )  ( 10)

at  t h e  p o i n t s  wh e r e  t h e r e  i s n o t  a c h a n g e  o f  
s t r a t u s  .

Du e  t o  t h e  t a c t  t h a t  e q u a t i o n s  ( 2)  a r e  o f  se 
c o n d  o r d e r  t h e  n u mb e r  o f  e q u a t i o n s  a n d  u n - -  
k n o wn s  a r e  as  f o l l o ws :
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î ) Pe e p  s l i d i n g  l i n e  ( f i g u r e  3) 1 . -  Sa f e t y  f a c t o r  F 

3 . 1 . 1 . -  SOI L  WHI T HOUT  F RI CT I ON 

3 ■ 1 • 1 • 1 . -  De e p  s l i d i n g  l i n e  

Th e  Eu l e r  e q u a t i o n s  i n t h i s  c a s e  a r e :  

2 c y' . '
F =

y
( i = 1 , 2 , 3 ) (11)

wh i c h  u p o n  i n t e g r a t i o n  a n d  t a k i n g  i n t o  a c c o ­
u n t  t h a t

l e a d s  t o  

y , = B , x  + D

y 2

1

+ B2 x + D?

* 0 *  

0 > x » - H

x >  0

( 1 2 )

( 13)

F i g . 3 - -  Eq u a t i o n s  d e f i n i n g  t h e  p r o b l e m 
o f  a d e e p  l i n e

Eq u  a t  i

2 . -  T r a n s v e r s a  1 i t y  c o n d i t i o n s  ( p o i n t s  A a n d  D)
2 . -  Bo u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( p o i n t s  A a n d  D)
2 . -  Co n t i n u i t y  o f  y j  ( p o i n t s  B a n d  C)
2 . -  Co n t i n u i t y  o f  y j  ( p o i n t s  B a n d  C)
1 . -  Eq u a t i o n  d e f i n i n g  F ( e q u a t i o n  ( l ) )

Un k n o wn s

6.  -  Co n s t a n s  o f  i n t e g r a t i o n
2 . -  Ab s c i s s e s  o f  A a n d  D 
1 . -  Sa f e t y  f a c t o r  F

b ) L i n e s  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  t oe  o f  t h e  s l o p e  

( f i g u r e  4)

Fi g .  ^ . -  Eq u a t i o n s  d e f i n i n g  t he  p r o b l e m o f  
a l i n e  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  t o e

Eq u a t  i ons

Bo u n d a r y  c o n d i t i o n  ( p o i n t  B)

Co n t i n u i t y  o f  y : ( p o i n t  C)
Co n t i n u i t y  o f  y |  ( p o i n t  C)
T r a n s v e r s a 1 i t y  ( p o i n t  D)
Bo u n d a r y  c o n d i t i o n  ( p o i n t  D)
Eq u a t i o n  d e f i n i n g  F ( e q u a t i o n  ( 1) )

U n kn o w n s

^ . -  Co n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  
1. -  Ab s c i s s a  o f  t h e  p o i n t  D

3

wh e r e

B3 *  +

N =
F H

i s t h e  s t a b i l i t y  n u mb e r .

Ma k i n g  u s e  o f  t h e  f i r s t  
f o r e  r e s u l t s

B1 ' B2 = - 1 

B 3 '  ’

(1 h)

e q u a t i o n s  l i s t e d  be

1 = D2 - X 0 ( 15)

n 3 = - H l -  H ' 0

N = 1 /k

a n d  e n t e r i n g  t h e s e  v a l u e s  i n e q u a t i o n  ( l )  f i ­
n a l l y  r e s u l t s :

- H.  -  3 H -  £ x n 
N = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2.  ( 1 6 )

-  8 H 1 -  1 2 H - 2<t x Q

Th e  c o mp a t i b i l i t y  o f  t h i s  e q u a t i o n  a n d  N=1/ i )  
l e a d s  t o  Xq -*-™ , wh i c h  me a n s  a d e e p  l i n e .

3 ■ 1 • 1 • 2 . -  S l i d i n g  l i n e  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  
t o e

An  a n a l o g o u s  p r o c e d u r e  f o r  t h i s  n e w c a s e  
l e a d s  t o

x 3 ^ 1+ H/ H 1 )

H

N =

(1 +
H/ H,

3 -  3 H/ H1+ \ J ( H / H , + 3 ) 2 + 8 ( H / H 1 ) 2

F i g u r e  5 s h o ws  t h e  v a l u e  o f  x ^  as  a f u n c t i o n  

o f  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  s l o p e  a n d  f i g u r e  6,  
t h e  c r i t i c a l  s l i p  l i n e s  i n a d  i me n s  i o n a l  f o r m.
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10° 20° 30° 40° 6 50° 60° 70° 80°

F i g . 5 ■ -  Va  1 ues  o f  x ^  v e r s u s  s l o p e  a n g l e  B
F i g . 7 - “ S t a b i l i t y  n u mb e r  v e r s u s  s l o p e  a n g l e

F i g . 6 . - Cr i t i c a l  s l i p  l i n e s  i n a d  i me n s  i o n a  1 

f o r m

3 . 1 . 2 . -  GENERAL  SO I L

I n t h i s  c a s e  t h e  Eu l e r  e q u a t i o n s  a r e :

^  F [  - A 2 y '. 3 + A ( 2 A2 - 1 ) y : 2 + A P y ! +  q]  
y  m _ _ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - I- - - - - - - - - - - - - - -- - - - _ ! - - - - - - - - - - - - - - - !- - - - - - - - - - - -

( 2 CA 2 - 2 y A 3 F f . - 2 y AF f . + 2 C)  + ( 2| f A3 F + 2 y A F ) y i 

( i = 1 , 2 , 3 )
where

A =

P = 3 A

t  g ei 

F

A f !  -  f !

Q = A -  A f : f :

wh i c h  mu s t  b e  i n t e g r a t e d  n u me r i c a l l y .  Th e  r e 
s u i t s  o f  t h i s  i n t e g r a t i o n  h a v e  b e e n  s h o wn  i n 
f i g u r e  7 wh e r e  t h e  s t a b i l i t y  n u mb e r  N i s g i ­
v e n  as  a f u n c t i o n  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  
s l o p e  a n d  t h e  a d i me n s i o n a l  p a r a me t e r  M.

M = Ht9«* 
c

I f  t h e  p o i n t  r e p r e s e n t i n g  t h e  s l o p e  ¡ s i n z o  
n e  I , t h e  s l i d i n g  l i n e  i s a d e e p  l i n e ,  a n d ,  
i f  i n z o n e  I I ,  t h e  s l i d i n g  l i n e  p a s s e s  -  
t h r o u g h  t h e  t o e  o f  t he  s l o p e

F i g u r e  8 i s a c o mp a r i s o n  wi t h  T a y l o r  r e s u l t s .  
As  i t  c o u l d  be  e x p e c t e d ,  t h e  f a c t o r s  o f  s a f e  
t y  o b t a i n e d  by  t h e  v a r i a t i o n a l  me t h o d  a r e  
s ma l l e r ,  a n d  i n s o me  c a s e s  t h e  d i f f e r e n c e  i s 
l a r g e .  A n o t h e r  i mp o r t a n t  f a c t ,  f o r  t h e  c a s e  
o f  ¿= 0 ,  i s  t h a t  t h e  s l i p  l i n e s  d o  n o t  p a s s  -  
t h r o u g h  t h e  t o e  o f  t h e  s l o p e  i f  t h e  s l o p e  a n  
g l e  i s  n o t  90° ,  wh i c h  i s  i n d i s a g r e e me n t  
wi t h  T a y l o r ' s  r e s u l t s .

F i g . 8 . -  Co mp a r i s o n  wi t h  T a y l o r  r e s u l t s

3 . 2 . -  SL OPE WI T H A HARD ST RAT UM BEL OW THE 
TOE

I f  t h e r e  i s a h a r d  s t r a t u m b e l o w t h e  t o e  o f  
t h e  s l o p e  t h e  s l i d i n g  l i n e  wi l l  b e  p a r t i a l l y  
c o i n c i d e n t  wi t h  i t  ( f i g u r e  9 ) *

i f  t h e  a n g l e  o f  i n t e r n a l  f r i c t i o n  o f  t h e  
s o i l  i s z e r o  i t  a l wa y s  e x i s t s  a s o l u t i o n  o f  
t h i s  t y p e  b e c a u s e  t h e  c r i t i c a l  s l i d i n g  l i n e  
i s d e e p .  F o r  t h i s  c a s e  t h e  e x p r e s i ó n  o f  t h e  
s a f e t y  f a c t o r  b e c o me s :

28
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wh e  r e

F . 
i

G .

C ( 1 + y ; 2 )

(y i-f î} - y i

( ¡  =  1 , 2 . . . . . . . . 5 )

y

F i g . 9 . "  S l i d i n g  l i n e  p a r t i a l l y  c o i n c i d e n t  - 

wi t h  t h e  b o u n d a r y  o f  a h a r d  s t r a t u m

Ma k i n g  u s e  o f  t h e  f o l l o wi n g  e q u a t i o n s :

a)  Eu l e r  e q u a t i o n s

b ) y -  ( x  ) = D

c)  T r a n s v e r s a 1 î t y  c o n d i t i o n s  i n A a n d  F

d)  Na t u r a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n B a n d  E

e)  Co n t i n u i t y  o f  y . ( x )  i n B a n d  E

f )  y  1 ( x )  = 0 i n C a n d  D

g)  y { x )  = D i n C a n d  D

h)  Th e  d e f i n i t i o n  o f  F ( e q u a t i o n  ( 1) )

Th e  f o l l o wi n g  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d : ___________

( 2H + H 1 + i ( D) -  \ J ( 2H + H 1 D)  2 -  i |  ^  ( | : +D)

wh i c h  s h o ws  N 1 /  4 i f  D— as  i t  c o u l d  be 

e x p e c t e d  .

F i g u r e  10  s h o ws  t h e  s t a b i l i t y  n u mb e r  as  a 

f u n c t i o n  o f  t h e  s l o p e  a n g l e  a n d  t h e  r e l a t i v e  

d e p t h  o f  t h e  h a r d  s t r a t u m,  a n d  f i g u r e  11 

s h o ws  an  e x a mp l e  o f  s l i d i n g  l i n e s  o f  t h i s  t y_

F i g . 1 0 . -  I n f l u e n c e  o f  a h a r d  s t r a t u m i n t h e  

s t a b i l i t y  n u mb e r

Fi g ,  1 1 . -  Cr i t i c a l  l i n e s  p a r t i a l l y  c o i n c i d e n t  

wi t h  a h a r d  s t r a t u m

3 . 3 . "  CASE OF SEVERAL  ST RAT A

Th e  s a me  p r o c e d u r e  c a n  be f o l l o we d  f o r  t h e  c a  
se o f  s e v e r a l  s t r a t a  ma k i n g  u s e  o f  t h e  t r a n s  
v e r s a l i t y  c o n d i t i o n s  wh e r e  t h e r e  i s a c h a n g e  
o f  s t r a t a .

•520 "

F,. I 25 

1 23

Fi g  1 2 . -  Ex a mp  1e 1

F i g u r e  12 s h o ws  o n e  e x a mp l e  o f  h o r i z o n t a l  -  
s t r a t i f i c a t i o n .  As  i t  c a n  be s e e n  t h e  t wo  d_i _ 
f f e r e n t  k i n d  o f  l i n e s  s t u d i e d  g i v e  r e l a t i v e  
mi n i ma ,  b u t  l i n e  3 g i v e s  t h e  a b s o l u t e  mi n i - -  
mu n  f o r  t h e  s a f e t y  f a c t o r  F.

Fig 1 3 * “  E x a mp l e  2

2 9
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F i g u r e  13 s h o ws  o t h e r  e x a mp l e  s i mi l a r  t o  t h e  

p r e c e e d i n g  o n e  b u t  i n t h i s  c a s e  t h e  p o t e n c y  

o f  i n t e r me d i a t e  s t r a t a  i s n o t  s u f f i c i e n t  t o 

a l l o w a f r e e  l i n e  t o  d e v e l o p e  e n t e r e l y  b e t we  

e n  s t r a t a .  I t  i s i n t e r e s t i n g  t o  o b s e r v e  t h e  

c o n c a v i t y  a n d  c o n v e x i t y  o f  t h e  s l i d i n g  l i n e s  

on t h e  r i g h t  a n d  l e f t  s i d e s  r e s p e c t i v e l y  a n d  

t h e  c h a n g e s  i n t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  a t  t h e  

p o i n t s  Wh e r e  a c h a n g e  o f  s t r a t u s  e x i s t s .

T h e  c o n c a v i t y  a n d  c o n v e x i t y  wo u l d  be  c o n t r a^ -  

r y  i f  t h e  s o i l  wo u l d  h a v e  b e e n  s t r e n g t h  i n ­

c r e a s i n g  i n s t e a d  o f  d e c r e a s i n g  wi t h  d e p t h .

c=7 ip= 4O‘ Yil.8

F =1.1

Fi g .  1 4 . -  Ex a mp l e  3

F i g u r e  I 1! shows  one  c a s e  o f  s t h e n g t h  i n c r e a  

s i n g  w i t h  d e p t h .  T h i s  f a c t  l e a d s  t o  a u n i q u e  

s l i d i n g  l i n e  s hown i n t h e  f i g u r e .

F i n a l l y  f i g u r e s  15 a n d  16 s h o w t h e  e f f e c t  o f  

a s o f t  s t r a t u s  i n t h e  s t a b i l i t y  o f  a s l o p e .  

F i g u r e  15 s h o ws  t h e  c r i t i c a l  l i n e  f o r  a n  h £  

mo g e n e u s  s o i l  h a v i n g  a s a f e t y  f a c t o r  o f  -  -

1 . 0 4 , a n d  t h e  f i g u r e  16 s h o ws  t h e  s a me  s o i l  

wi t h  a s o f t  l a y e r ,  I n t h i s  c a s e  t wo  l i n e s  -  

g i v e  a r e l a t i v e  mi n i mu n  f o r  t h e  s a f e t y  f a c  

t o r ,  l i n e  1 , wi t h  a v a l u e  o f  1 . 0 7  ( g r e a t e r  

t h a n  1 . 0 4  as  i t  mu s t  be e x p e c t e d )  a n d  l i n e  

2 wi t h  a s a f e t y  f a c t o r  0.91 wh i c h  i s t h e  -  -  

f a c t o r  o f  s a f e t y  o f  t h e  s l o p e

F= 1. 04

F i g .  1 5 . -  E x a mp l e  b .

Fi g .  1 6 . -  Ex a mp  1e b . 

b . -  CONCL US I ONS

1. -  Th e  ma t h e ma t i c a l  t h e o r y  o f  t h e  c a l c u l u s  

o f  v a r i a t i o n s  a l l o ws  a d i r e c t  d e t e r mi n a t i o n  

o f  t h e  c r i t i c a l  s l i p  l i n e  o f  a g i v e n  s l o p e .  

Eu l e r ' s  e q u a t i o n s  t o g e t h e r  wi t h  t h e  t r a n s - -  

v e r s a l i t y ,  c o n t i n u i t y  a n d  b o u n d a r y  c o n d i -  -  

t i o n s  a r e  u s e d  i n o r d e r  t o  s o l v e  t h e  p r o -  -  

b 1 e m .

2 . -  T h e  o n l y  a s s u mp t i o n  f o r  t h e  s l i d i n g  l i n e  

u s e d  i n t h e  n e w me t h o d  i s t h a t  o f  b e e n  c o n ­

t i n u o u s .

3 . -  I n t h e  c a s e  o f  a s l o p e  wi t h  s e v e r a l  s t r a_ 

t a i t  i s p o s s i b l e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s e v e r a l  - 

r e l a t i v e  mi n i ma .  I n s o me  c a s e s  t h e  s l i d i n g  - 

l i n e s  a r e  p a r t i a l l y  c o i n c i d e n t  wi t h  t h e  boun_ 

d a r y  b e t we e n  s t r a t a .

b . -  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a ­

t i o n s  t o  t h e  J a n b u ' s  me t h o d s  g i v e  e x c e l e n t s  

r e s u l t s  as  i t  h a s  b e e n  s h o wn  i n t h e  t e x t .

5 . -  A K MOWL E DGE ME NT S

T h e  a u t h o r s  o f  t h e  p a p e r  wa n t  t o  a k n o wl e d g e  

t o Ce s a r  Sa g a s e t a  h i s  v a l i o u s  c o mme n t s  a n d  

t o  t h e  Sc h o o l  o f  Ci v i l  En g i n e e r s  o f  S a n t a n ­

d e r  t h e  h e l p  g i v e n  i n t h e  p a p e r .
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