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J . M . R O D R I G U E Z  O R T I Z  D r . ,  

J . C A S T A Ñ E D O  I . C . C . P .  A H I N C O ,  M a d r i d ,  S p a i n

S Y N O P S I S  A  s u i t a b l e  f o r m  o f  t h e  g e n e r a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  g o v e r n i n g  t h e  d y n a m i c a l  b e h a ­

v i o u r  o f  a  p i l e  i s  u s e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  a  n o n - l i n e a r  o r  h y s t e r e t i c  s u b g r a d e  r e a c t i o n ,  i n  

o r d e r  t o  c o m p u t e  t h e  b e n d i n g  m o m e n t s ,  d e f l e c t i o n s ,  n a t u r a l  f r e c u e n c i e s ,  e t c .  o f  p i l e s  i n  h o ­

m o g e n e o u s  o r  s t r a t i f i e d  g r o u n d  o n  a  b e d r o c k  s u b j e c t e d  t o  s e i s m i c a l  v i b r a t i o n  o f  h a r m o n i c  t y ­

p e .  T h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  e n d  c o n d i t i o n s  o f  t h e  p i l e ,  t h e  r e l a t i v e  p e r c e n t a g e  o f  s o f t  o r  h a r d  

l a y e r s ,  a n d  t h e  l o c a l  p l a s t i c  y i e l d i n g  o f  s o i l  a l o n g  t h e  p i l e  a r e  a l s o  i n v e s t i g a t e d .

I N T R O D U C T I O N .

S e v e r a l  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s  h a v e  b e e n  d e a l t  -  

w i t h  t h e  d y n a m i c a l  b e h a v i o u r  o f  p i l e s  u n d e r  -  

s e i s m i c a l  l o a d i n g  o r  a l t e r n a t i v e  h o r i z o n t a l  -  

f o r c e s .  T h o s e  c o n s i d e r i n g  s o m e  e q u i v a l e n t  c a n  

t i l e v e r  b e a m ,  ( G R A Y  ( 1 . 9 6 4 ) ,  P R A K A S H  & S H A R M A  

( 1 .  9 6 8  ) ) . ,  e t c .  , a r e  a t  p r e s e n t  o u t p a s s e d  b y  —  

t h o s e  b a s e d  u p o n  i n t e g r a t i o n  o f  M I N D L I N D ' S  —  

e q u a t i o n s  ( Z A B A L L O S  &  L O R E N T E  ( 1 . 9 7 6 ) \ . T h i s  -  

i n t e g r a t i o n  h o w e v e r  c a n n o t  b e  p e r f o r m e d  w h e n  

t h e  g r o u n d  i s  n o n  e l a s t i c  o r  s t r a t i f i e d ,  a  v e  

r y  c o m m o n  c a s e .

F o r  t h i s  k i n d  o f  p r o b l e m s  v e r y  u s e f u l  t o o l s  -  

a r e  t h e  W i n k l e r  m o d e l ,  i n  s p i t e  o f  i t s  l i m i t e d  

t i o n s ,  a n d  s o m e  m o r e  s o f i s t i c a t e d  e l a s t o - p l a s ^  

t i c  m o d e l s  a s  u s e d  b y  T U C K E R  ( 1 . 9 6 4 ) ,  P R A K A S H  

( 1 . 9 7 3 ) ,  A G A R W A L  ( 1 . 9 7 3 ) ,  e t c .

I n  t h i s  p a p e r  a  m o d e l  o f  t h i s  t y p e  i s  d e s c r i ­

b e d ,  a l o n g  w i t h  i t s  a p l i c a t i o n  t o  t h e  a n a l y —  

s i s  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  s i n g l e  p i l e s  u n d e r  —  

s e i s m i c a l  l o a d i n g .

T H E  M A T H E M A T I C A L  M O D E L

T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  g o v e r n i n g  t h e  d e —  

f l e c t i o n s  y ( z )  o f  a  p i l e  u n d e r  d y n a m i c a l  l o a ­

d i n g  i n  a  s o i l  r e p r e s e n t e d  b y  i t s  h o r i z o n t a l  

s u b g r a d e  r e a c t i o n  k ( z ) ,  i s :

- 2 - j -  E 1 M  +  k ( z )  y  ( z , t )  +-
0 z z 7)zz J / - j j

~  ‘ ■ *
m  cz ) +  C c z )  ?  -  p [ z )

t

w h e r e :

E l  ( z )  =  f l e x u r a l  s t i f f n e s s  o f  t h e  p i l e  

C ( z )  =  d a m p i n g  f a c t o r

m ( z )  =  p i l e  m a s s  p e r  u n i t  l e n g t h

E q . ( 1 )  i s  v e r y  c o m p l i c a t e  f o r  a p p l i c a t i o n  t o  

s t r a t i f i e d  s o i l  o r  w h e n  k = k ( z ,  y )  ( e l a s t o -  

p l a s t i c  s o i l s )  o r  w h e n  s o m e  t y p e  o f  l o a d i n g  

p  ( z )  e x i s t s  a l o n g  t h e ' p i l e  s h a f t .  T o  o u r  —  

k n o w l e d g e  t h e s e  p r o b l e m s  h a v e  n o t  y e t  d e a l t  

w i t h  i n  t h e  l i t e r a t u r e .

I n  o r d e r  t o  p e r f o r m  a n  e a s i e r  i n t e g r a t i o n  o f  

e q .  ( 1 )  a  v e r y  p r a c t i c a l  w a y  i s  t o  c o n s i d e r  

t h a t ,  i n  a  g e n e r a l  s e n s e ,  u n d e r  h a r m o n i c  t y ­

p e  l o a d i n g  o f  p e r i o d  T ,  t h e  p i l e  d e f l e c t i o n s  

w i l l  v a r y  h a r m o n i c a l l y  t o o .  T h u s

y  = y  ( z)  e  = y  ( z ,  t )  

a n d  e q u a t i o n  ( 1 )  b e c o m e s  t h e  c o m p l e x  o n e :

^  e i m ^ +  y  ( z . - t ) .
C>z‘ *"c) z

• £ t c( z)  -  ( 4 p ) Z m ( Z)  4-  ¿ C C z )  j  r  p  ( z )

( 2)

T h i s  e q u a t i o n  h a s  b e e n  i n t e g r a t e d  b y  m e a n s  -  

o f  p o l y n o m i c a l  s e r i e s ,  u n d e r  t h e  l o a d i n g  b o u n  

d a r y  c o n d i t i o n s  s t a t e d  b e l o w .

D i s c u s s i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s

T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c o e f f i --------

c i e n t  o f  h o r i z o n t a l  s u b g r a d e  r e a c t i o n  i s  b e ­

y o n d  t h e  s c o p e  o f  t h i s  p a p e r  ( c . f .  Z E E V A E R T ,  

1 . 9 7 2 ) .  I t  h a s  b e e n  a s s u m e d  i n  t h e  e l a s t i c  -  

r a n g e  a  c o n s t a n t  v a l u e  a l o n g  t h e  p i l e  f o r  —  

s o f t ,  c o h e s i v e  s o i l s ,  a n d  l i n e a r l y  i n c r e a s i n g  

v a l u e  f o r  g r a n u l a r  s o i l s .

T h e  d a m p i n g  e f f e c t  C ( z )  o f  t h e  g r o u n d  d u e  t o  

v i s c o u s  r e a c t i o n s  a n d  e n e r g y  d i s s i p a t i o n
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t h r o u g h  h y s t e r e t i c  s t r e s s - s o f t e n i n g ,  i s  v e r y  

d i f f i c u l t  t o  i n t r o d u c e  i n  t h e  mo d e l .  T h e  a c ­

t u a l  b e h a v i o u r  h a s  b e e n  h e r e  a s s u me d  t o  f o l ­

l o w  t h e  s i mp l i f i e d  b i l i n e a r  l o o p  o f  f i g . l .  -  

T h e  s h a p e  o f  t h e  l o o p  v a r i e s  a l o n g  t h e  p i l e  

a c c o r d i n g  t o  t h e  e f f e c t i v e  g e o s t a t i c  s t r e s s e s  

a n d  t h e  s t r e n g t h  p r o p e r t i e s  o f  e a c h  l a y e r .

T h e  v i s c o u s  c o mp o n e n t  i s  i n  f a c t  d i s r e g a r d e d  

b u t  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i t s  i mp o r t a n c e  i s  o n  

l y  n o t i c e a b l e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  n a t u r a l  

f r e c u e n c i e s  wh e r e ,  i n  a n y  c a s e ,  t h e  f o r c e s  -  

i n  t h e  p i l e  a r e  e x t r e me l y  h i g h ,  e v e n  t a k i n g  

d a mp i n g  i n t o  a c c o u n t .

F o r  h y s t e r e t i c  b e h a v i o u r  e q .  ( 2 )  b e c o me s

' dz2
E I W

22 a  u,  t)
2>

( 3 )

+  [ r f  k ( z )  -  J  y  ( * , t )  +.  pCy J  =  o

wh e r e  p ( y )  i s  a r e a c t i o n  f o r c e  c o r r e s p o n d i n g  

t o  t h e  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  p i l e ,  wi t h  Pm b e —  

i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  c o n s t a n t  p l a s t i c  r e a c —  

t i o n  ( f i g . l )  a n d  (X=  1 o r  0 d e p e n d i n g  o n  t h e  

b r a n c h  o f  t h e  l oop .  No  a l l o wa n c e  i s  ma d e  f or  

l i q u e f a c t i o n  o r  o t h e r  d y n a mi c a l  e f f e c t s .

APPL I CATI ONS

Th e  ma t h e ma t i c a l  mo d e l  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  -  

t h e  p r o b l e m d e f i n e d  i n  F i g . 2.  I t  i s  a s s u me d  

t h a t  t h e  p i l e  s u p p o r t s  a f r a c t i o n  ( M=200  t . )  

o f  t h e  t o t a l  we i g h t  o f  a b u i l d i n g  a n d  t h a t  -  

t h e  p i l e  h e a d  i s  c o n n e c t e d  t o  a r i g i d  p i l e  -  

c a p  wi t h  o n l y  p o s s i b i l i t y  o f  h o r i z o n t a l  d i s ­

p l a c e me n t ,  wi t h o u t  r o t a t i o n s ,  as  i t  i s  u s u a ­

l l y  t h e c a s e .

F i g . 2.  Pr o b l e m 

a n a l y s e d .

Th e  b u i l d i n g  a n d  t h e  p i l e  a r e  s u b j e c t e d  t o  

i n e r t i a l  f o r c e s  d u e  t o  t h e  t r a n s mi s s i o n  o f  

t h e  b e d r o c k  v i b r a t i o n s .

A c c o r d i n g  t o  t h e  r e c o r d s  o f  a c t u a l  e a r t h q u a ­

k e s  ma x i ma l  d i s p l a c e me n t s  o f  b e d r o c k  a r e  t y ­

p i c a l l y  i n  t h e  r a n g e  o f  1  c m,  w i t h  p e r i o d s  -  

v a r y i n g  f r o m 0 , 1 2 5  t o  4  s e c o n d s ;  t h e s e  o n e s  

h a v e  b e e n  a l s o  u s e d  f o r  c o mp u t a t i o n s .

Th e  f o l l o wi n g  c a s e s  h a v e  b e e n  s t u d i e d :

a ) I n f l u e n c e  o f  t h e  s u b q r a d e  r e a c t i o n

A s  i t  c o u l d  b e  e x p e c t e d ,  t h e  v a r i a t i o n  o f  —  

t h e  s u b g r a d e  r e a c t i o n  a l o n g  t h e  p i l e  i n f l u e n  

c e s  t h e  mo me n t s  a n  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  p i l e .  

C o n s i d e r i n g  a n  h o mo g e n e o u s  l a y e r  o f  c o h e s i v e  

s o i l  ( k = 3 4 0  t / m2 )  a n d  a n o t h e r  o n e  o f  g r a n u —  

l a r  s o i l  w i t h  k  l i n e a r l y  i n c r e a s i n g  w i t h  d e p t l  

( k = 4 5 , 3  3 z t / m2 ) ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c o mp u t a —  

t i o n s  a r e  s h o w n  i n  f i g . 3 .

T h e  e f f e c t  o f  t h e  s u b g r a d e  r e a c t i o n s  i s  t h e  

s h i f t i n g  a n d  s e p a r a t i o n  o f  t h e  t w o  n a t u r a l  -  

f r e c u e n c i e s ,  w i t h  s ma l l e r  b e n d i n g  mo me n t s  —  

a n d  d e f l e c t i o n s  f o r  c o h e s i v e  s o i l .

F i g . 3 . -  I n f l u e n c e  o f  t h e  s u b g r a d e  r e a c t i o n  

v a r i a t i o n  a n d  t h e  p i l e  p o i n t  c o n d i t i o n .
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T h e  e f f e c t  o f  t h e  p i l e  c o n d i t i o n  i s  r e m a r k s —  

b l e  a s  c o n c e r n s  t h e  b e n d i n g  m o m e n t s  ( f i g . 3 -

a ) ,  a l s o  w i t h  s m a l l e r  v a l u e s  f o r  c o h e s i v e  s o i l ,  

b u t  t h e  i n c i d e n c e  o n  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a n d  -  

r e s o n a n t  f r e c u e n c i e s  i s  n e g l i g e a b l e .

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h e  o c c u r r e n c e  f o r  

h i g h  f r e c u e n c i e s  o f  b e n d i n g  m o m e n t s  b e l o w  th<D  

s e  a p p r o a c h i n g  t h e  s t a t i c  c o n d i t i o n  ( T —- o ©  ) .

b )  S t r a t i f i e d  g r o u n d

E q u a t i o n  ( 2 )  b e c o m e s  s p e c i a l l y  u s e f u l l  i n  t h e  

v e r y  c o m m o n  c a s e  o f  s e v e r a l  l a y e r s  o f  s o i l  u n  

d e r l a i n  b y  b e d r o c k .  I n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  —  

o u t  b y  e s t a b l i s h i n g  t h e  t r a n s f e r  m a t r i c e s  b e t ^  

w e e n  t h e  e x t r e m i t i e s  o f  t h e  p i l e  a c r o s s  t h e  -  

b o u n d a r i e s  o f  c o n s e c u t i v e  l a y e r s .

F o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y  o n l y  t h r e e  l a y e r s  

h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  ,  a s  a l t e r n a n c e  o f  s o f t ,  

c o h e s i v e  s o i l  ( c ) ( k = 3 3 0  t / m 2 )  a n d  g r a n u l a r  -

LEGEND

E E

Yo — Bedr ock mot i on 

C —Cohesi ve sof t  l ayer 

G — Gr anul ar  l ayer

- - - -  CGC

- - - CCG

- - - -  GCC

- - -  C

- - - - o - - - - - - o

I 0 0 0

0,25
T (Sec. )

L EGEND 

Yo — Bedr ock mot i on 

C — Cohesi ve sof t  l ayer 

G — Gr anul ar  l ayer

- - - -  GGC

- - - - GCG

- - - -  CGG

0,125 0,25 4 8
T ( Sec.)

E ' i g . 4 . -  M a x i m a l  b e n d i n g  m o m e n t s  i n  a  

p i l e  e m b e d d e d  i n  t h r e e  l a y e r  g r o u n d  

( h i n g e d  t i p ) .

s o i l  ( G )  ( k = 1 5 0 . z  t / m 2 ) .  A n y  p o s s i b l e  c o m b i n g  

t i o n  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d ,  f r o m  3  e q u a l  c o h e ^  

s i v e  l a y e r s  t o  3  g r a n u l a r  o n e s .

T h e  m a x i m a l  b e n d i n g  m o m e n t s  ( n o t  a l w a y s  a t  —  

t h e  s a m e  p o s i t i o n ) r e f e r r e d  t o  t h e  a m p l i t u d e  -  

o f  t h e  b e d r o c k  m o t i o n  a p p e a r  i n  f i g . 4 ,  t h e  le ^  

t t e r s  C a n d  G  d e n o t i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l a —  

y e r  a l t e r n a n c e  f r o m  t h e  s u r f a c e .  T h e  p i l e  t i p  

i s  h i n g e d .

A s  i t  c a n  b e  s e e n ,  o u t s i d e  t h e  n a t u r a l  f r e --------

c u e n c i e s  t h e  m a x i m a l  b e n d i n g  m o m e n t  d e p e n d s  -  

o n  t h e  s t i f f n e s  o f  t h e  d e e p e s t  5 m . ,  o n  t h e  -  

b e d r o c k ,  i . e .  t h e  d e f o r m a b i l i t y  o f  t h e  g r o u n d  

i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  d y n a m i c a l  s o u r c e .

T h e  f i r s t  n a t u r a l  f r e c u e n c y  i s  q u i t e  s t a b l e  -  

f o r  a n y  c o m b i n a t i o n  o f  l a y e r s ,  w h e r e a s  t h e  s e  

c o n d  o n e  s h o w s  a  c e r t a i n  i n f l u e n c e  o f  t h e  i n ­

t e r m e d i a t e  s o i l  l a y e r .

O u t s i d e  t h e  n a t u r a l  f r e c u e n c i e s  t h e  b e n d i n g  -  

m o m e n t s  l a y  u n d e r  t h e  e x p e c t e d  s t a t i c  v a l u e s  

a s  i n  t h e  h o m o g e n e o u s  c a s e .

F r o m  t h i s  a n a l y s i s  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  n o n  -  

r e s o n a n t  d e s i g n  b e n d i n g  m o m e n t  c a n  b e  e s t i m a ­

t e d  f o r  s t r a t i f i e d  g r o u n d  b y  r e d u c i n g  t h e  a c ­

t u a l  s o i l  s e q u e n c e  t o  a n  e q u i v a l e n t  h o m o g e --------

n e o u s  c a s e ,  a s

M st i . = '

A  b e i n g  a  f a c t o r  d e p e n d i n g  o n  t h e  p e r c e n t a g e  

o f  h a r d  o f  s o f t  l a y e r s  ( w h i c h e v e r  h a d  b e e n  t a ^  

k e n  a s  r e f e r e n c e  f o r  t h e  h o m o g e n e o u s  c a s e ) a n d

^  _  d e p t h  o f  c . o f  g .  o f  h a r d / s o f t  l a y e r s  

e m b e d d e d  l e n g t  o f  p i l e  

F i g .  5  s h o w s  t h e  f u n c t i o n  $ ( > , £ )  f o r  t h e  p a r t ^  

c u l a r  c a s e  c o m p u t e d .  D i f f e r e n c e s  m u s t  b e  e x —  

p e c t e d  f o r  o t h e r  v a l u e s  o f  t h e  r e l a t i v e  s u h —  

g r a d e  r e a c t i o n s  o f  t h e  h o m o g e n e o u s  c a s e s .

B i g . 5 . -  T h e  f u n c t i o n  3i  ( >, ! =, )

c )  N o n l i n e a r  b e h a v i o u r

I n  a c t u a l  c a s e s  t h e  b e n d i n g  m o m e n t s  a t  n a t u —  

r a l  f r e c u e n c i e s  m a y  a t t a i n  l i m i t e d  v a l u e s  a s  

a  r e s u l t  o f  v i s c o u s  d a m p i n g ,  p l a s t i c  y i e l d i n g
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of soil and stress redistribution along the - 

pile. These values should be used in the de—  

sign when vibration of the piling at natural 

frecuencies is unavoidable.

For the same case of fig.3, hinged pile tip, 

and granular soil with hysteretic response of 

the tipe of fig. 6, the behaviour in the vic^ 

nity of the first natural frecuency (T~ 1 sec)

Fig. 6

has been studied. Results appear in fig.7.

It has been assumed that the building on top 

of the pile follows very closely the bedrock 

frecuency. This hypotesis must be checked in 

any actual case, according to the embeddment 

of the basements, heigh of the building, etc. 

Def lect ions y (cm.)

Fig.7.- Pile deflections in homogeneous 

elastoplastic soil (k=45,33z t/m2) in - 

the vicinity o.f the first natural fre­

cuency (T ~  1 sec) .

I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  w i t h  a  s h o r t  l e n g t h  ( —

1,50 m.) of plastified soil an energic dam---

ping occurs, with bending moments 12 to 15 ti_ 

mes those of the static case.

The limit deflection of about 6 cm. is intro­

duced in the elasto-plastic law of soil beha­

viour according to its triaxial shear strength.

CONCLUSIONS

The differential equation for dynamical loa—  

ding on piles can be adapted to stratified —  

elasto-plastic ground on bedrock.

The inertia of the superestructure must be in 

troduced when studying the dynamical behaviour 

of a pile foundation in order to determine - 

natural frecuencies in the range of seismical 

vibrations.

With fixed pile point the maximal bending mo 

ments (outside the natural frecuencies) are

2 to 3 times greater than those with hinged 

point.

It is possible to reduce the problem of stra^ 

tified soil to the homogeneous case by weigh 

ting the relative layer thicknesses and its 

position along the pile shaft. The strength 

of the soil near the bedrock is decisive for 

the pile bending.

Plastic yielding of the soil in about 2 pile 

diameters is highly efficient in reducing to 

limited values the bending moments at natu—  

ral frecuencies.
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