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MECHANICAL FOUNDATION OF THE DISPERSE SYSTEM” W ATER-SOLID PHASE SKELETON”  IN SOIL MECHANICS

MECANIQUE DE FONDATION DE SYSTEME DISPERSE ’ ’ EAU-PHASE SOLIDE DU SQUELETTE”  DANS LA MECANIQUE

DES SOLS

MEXAHMKA OCHOBAHHfl, COCTOMIErO H3 Cbiny'IEfl CPEÆbl BHÆA "BO/|A -  TBEP/ÎAil 4>A3A CKEJ1ETA", B
MEXAHMKE TPyHTOB

J . SCHIMM ERL( T ech n ica l U n iv e rs ity ,  V ienna, A u s tria

SYNOPSI S .  Th e  e q u i l i b r i u m o f  wa t e r - s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  i s  d i s t u r b e d  b y  s t a t i c  o r  d y n a mi c  

s u r f a c e  r o r c e s .  Th e  p o r e  wa t e r  mo v e me n t  a n d  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n - mo t i o n  r e s u l t i n g  f r o m 

t h e s e  d i s f c ur ba r ua s s  wi l l  b e  d e s c r i b e d .  Th e  f o l l o wi n g  a s s u mp t i o n s  wi l l  b e  ma d e ;  1 . )  Th e  

p o r e s  o f  t h e  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  s i t u a t e d  u n d e r  t h e  wa t e r  s u r f a c e  a r e  c o mp l e t e l y  f i l l e d  

wi t h  wa t e r  ( i n  t h e  f o l l o wi n g  c a l l e d  p o r e wa t e r ) ; 2 . )  Th e  ma t e r i a l  o f  t h e  s o l i d  p h a s e  

s k e l e t o n  a n d  t h e  p o r e wa t e r  a r e  a s s u me d  t o be  i n c o mp r e s s i b l e ;  3 . )  I n  vi e - w o f  t h e  d i f f u s i -  

v i t y  t h e  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  wi l l  b e  t r e a t e d  a s  l a mi n a t e d  i n h o mo g e n e o u s  a n d  a n i s o t r o p i c  

l a y e r s ;  4- . )  Th e  c a p i l l a r y  f o r c e s  i n  t h e  mi c r o f l o w a r e  n e g l e c t e d ;  5 . )  Th e  mo l e c u l a r  f o r c e s  

a c t i n g  b e t we e n  t h e  p o r e wa t e r  a n d  t h e  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  a r e  c o n s i d e r e d  b y  a  c o r r e c t i o n  

o f  t h e  p o x e v o l u me ;  6 . )  Th e  v a p o r a t i o n  o f  wa t e r  a n d  cheni i . c. al  i n f l u e n c e s  o f  ai \ y k i n d  a r e  

n e g l e c t e d .

No me n c l a t u r e  o f  t h e  p a p e r ,  a s  t h e r e  a r e  

v e l o c i t y  o f  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n ,  f i l t e r -  

v e l o c i t y ,  r e l a t i v e  p o r e v o l u me ,  g r a i n  t o  

g r a i n  f o r c e s ,  p o r e  wa t e r  p r e s s u r e  a n d  s o  

o n  a r e  d e t e r mi n e d  i n  t h e  s e n s e  o f  c o n t i n u u n  

me c h a n i c s .  I n  d e r i v i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  

c o n t i n u i t y  we  i n t r o d u c e  t h e  s u r f a c e  0% 

f i x e d  i n  s p a c e  wh i c h  e n c l o s e s  t h e  v o l u me  , 

wh e r e  k  i s  t h e  n u mb e r  o f  t h e  l a y e r .  F u r t h e r  

we  i n t r o d u c e  t h e  o u t e r  n o r ma l  v e c t o r  d O^  

o f  t h e  s u r f a c e  e l e me n t ,  , t h e  r e l a t i v e  

e f f e c t i v e  p o r e v o l u me  ( i . e .  p o r e v o l u me  o f  

t h e  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  p e r  u n i t  s p a t i a l  

v o l u me ) , 4Pm.iK i t h e  v e c t o r i a l  v e l o c i t y  o f  

t h e  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  a n d  f i n a l l y  40, t 

d e n o t e s  t h e  f i l t e r v e l o c i t y  o f  t h e  l i q u i d  

r e l a t i v e  t o  t h e  mo v i n g  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n .

Th e  c o n s t i t u e n t  o f  t h e  s o l i d  a r e  i n c o mp r e s ­

s i b l e  a n d  d e f o r ma b l e ,  t h e  l i q u i d  p h a s e  i s

i n c o mp r e s s i b l e .  Th e  a s s u mDt i o n  i s  ma d e  t h a t  

t h e  p o r e s  wh i c h  a r e  b e n e a s e  t h e  l i q u i d  s u r ­

f a c e  a r e  a l wa y s  c o mp l e t e l y  f i l l e d  wi t h  t h e  

l i q u i d  p h a s e .

We  a l s o  d i s t i n g u i s h  b e t we e n  a  s o l i d  p h a s e  

s k e l e t o n  wh i c h  c o n t a i n s  p o r e s  f i l l e d  b y  g a s  

( a i r  e t c . )  o r  l i q u i d  ( wa t e r  e t c . ) .  I n  t h e
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f o l l o wi n g  s e c t i o n  we  s n a i l  d e r i v e  t h e  f u n d a *  

me n t a l  e a u a t i o n s  p f  a  s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  

c o mp l e t e l y  f i l l e d  wi t h  l i q u i d .  I n  t h i s  c a s e  

t h e  i l xi x ol  s o l i d  p h a s e  v o l u me  t h r o u g h  t h e  

s u r f a c e  0k e q u a l s  t h e  t i me  r a t e  o f  t h e  s o l i d  

p h a s e  v o l u me  r e d u c t i o n  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  

t h e  c l o s e d  s u r f a c e  0k •

d0k * *

Us i n g  Ga u s s 1 f o r mu l a  a n d  t h e  f o l l o wi n g  l i ­

mi t i n g  p r o c e d u r e :

= °
t h e  f o l l o wi n g  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  t h e  

s o l i d  p h a s e  s k e l e t o n  i s  e s t a b l i s h e d  i n  d i f ­

f e r e n t i a l  f o r m:

(1)

ThJ ds  e q u a t i o n  h o l d s  f a r  a r b i t r a r y -  v o l u me  

An a l o g o u s  t h e  f l u x  o f  l i q u i d  v o l u me  t h r o u g h  

t h e  s u r f a c e  0k  e q u a l s  t h e  r a t e  o f  l i q u i d  

v o l u me  r e d u c t i o n  wi t h i n  t h e  s u r f a c e :

J  ( n k  Wk ,K +  40k  ) dOk  ef t  =  M

Us i n g  Ga u s s i a n  Th e o r e m a n d  t a k i n g  t h e  l i mi t  

we  g e t  f r o m

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o c o n t i n u i t y

V- ( « k  0 k,K +  +  =  0  

Ad d i n g  e q u a t i o n  ( 1)  a n d  ( 2 )  i t  f o l l o ws

+  Mk ) = 0
(3 )

F o r  s a k e  o f  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  

me a n i n g  o f  a  s t a t i s t i c a l  c u t  a n d  a  we l l  

d e f i n e d  c u t  we  c o n s i d e r  a  t e mp o r a l  c o n s t a n t  

s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  f i x e d  i n  s p a c e  u n d e r  

t h e  a s s u mp t i o n  t h a t  f o r  a l l  ma k r o s c o p i c  s u r ­

f a c e  e l e me n t s  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  c u t ,  t h e  

r a t i o  o f  t h e  we t  s u r f a c e  t o  t h e  t o t a l  s u r f a c e  

o f  t h e  e l e me n t  i s  d e f i n e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s .  Th i s  h o l d s  o n l y  i n  

t h e  c a s e  o f  a  s t a t i s t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  

t h e  s o l i d  b o d y  ma t e r i a l .  Th i s  a s s u mp t i o n  h o l d s  

f o r  a  s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  ma d e  o f  a  u n i q u e  

ma t e r i a l  c o mp o n e n t  a n d  i s  a l s o  t r u e  f o r  a

mu l t i c o mp o n e n t  ma t e r i a l  e . g .  f o r  t h e  t wo  

c o n s t i t u e n t  o f  c o n c r e t e .  F o r  a  ma k r o s c o p i c  

s u r f a c e  e l e me n t  t h e  r a t i o  o f  t h e  we t  s u r f a c e  

t o  t h e  t o t a l  s u r f a c e  i s  d e n o t e d  b y  At  

Th i s  f u n c t i o n  X k  t a k e s  o n  d i f f e r e n t  v a l u e s  

f o r  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  c u t s  ( s t a t i s t i c a l  

c u t  o r  we l l  d e f i n e d  c u t . )  I n  t h e  f o l l o wi n g  

we  s h o w f o r  s t a t i s t i c a l  c u t s  i n  s o l i d  b o d y s  

wh i c h  a r e  a n i s o t r o p  a n d  i n h o mo g e n e o u s  wi t h  

r e s p e c t  t o  d i f f u s i v i t y ,  t h a t  A k  e q u a l s  t h e  

r e l a t i v e  p o r e v o l u me  flk  .  No w we  c o n s i d e r  a  

ma k r o s c o p i c  v o l u me  e l e me n t  wi t h  c o r n e r  

l e n g t h s  d x , d y , d z  i n  a n  a r b i t r a r y  o r i e n t e d  

c o o r d i n a t e  s y s t e m ( x , y z )  wh e r e  t h e  s u r ­

f a c e  o f  t h e  e l e me n t  i s  f o r me d  b y  s t a t i s t i c a l  

c u t s .  Th e  l i q u i d  c o n t a i n e d  i n  t h i s  e l e me n t  

d x  d y  d z  c a n  b e  d e t e r mi n e d  i n  t h r e e  wa y s :  

De n o t i n g ^ y  ( t h e  v a l u e s  o f  t h e

s t a t i s t i c a l  s u n  a c e s  n o r ma l  t o  t h e  c o r n e r  

d i r e c t i o n s  x , y , z  we  h a v e

fit, c / x c f y J & -  \  X d x d v c f *  -  A k  d y d x c / z r

c/ s t i / xaf y
He n c e ,  we  h a v e  a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  a n i s o ­

t r o p i c  a n d  i n h o mo g e n e o u s  s o l i d  b o d i e s  

( wi t h  r e s p e c t  t o  d i f f u s i v i t y )  f o r  s t a t i s t i ­

c a l  c u t s  t h e  r e l a t i o n s

Ai / J f  =  \ , y  ~  ( 4 )

wh i c h  a r e  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  s o  c a l l e d  

De l e s s e ' l a w.  f l 1

For i  we l l  d e f i n e d  o u t s  e q u a t i o n  ( 4 )  i s  i n  

g e n e r a l  n o t  v a l i d .  Th e s e  c u t s  a r e  of '  p r a c t i ­

c a l  i mp o r t a n c e  b y  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  s l ope "  

s l i d i n g  o f  g r a i n e d  ma t e r i a l  s i n c e  i n  t h i s  

c a s e  we  c o n s i d e r  o n l y  c u t s  wh i c h  d o  n o t  c u t  

t h e  g r a i n s  b u t  f o l l o w t h e  c o n t a c t  s u r f a c e s .  

Th e r e f o r e ,  we  c o n s i d e r  i n  t h e  f o l l o wi n g ,  t o  

r e t a i n  t h i s  p o s s i b i l i t y  o f  we l l  d e f i n e d  c u t s  

X k  a s  a  a s  y e t  u n d e f i n e d  v a l u e ,  wh i c h  i s  

a s s u me d  i s o t r o p i c  a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  a n ­

i s o t r o p i c  a n d  i n h o mo g e n e o u s  s o l i d  b o d y  wi t h  

r e s p e c t  t o  d i f f u s i v i t y .  We  t a k e  a  f i n i t e  

v o l u me  o f  t h e  s o l i d l i q u i d  mi x t u r e  wi t h  t h e  

c l o s e d  s u r f a c e  ( we l l  d e f i n e d  o r  s t a t i s t i c a l )  

a n d  c o n s i d e r  t h e  f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  s o l i d  

a n d  l i q u i d  p h a s e  a n d  wh i c h  e n t e r  t h e  

e q u a t i o n s  o f  mo t i o n .  F o r  t h i s  g e n e r a l i s a t i o n  

i t  i s  n e c e s s e r y  t o  s u m u p  a l l  t h e  we t  p a r t s  

o f  t h e  e x t e r n a l  s u r f a c e  a n d  a l l  t h e  i n t e r n a l
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l i q u i d  s o l i d  i n t e r f a c e s .  T h i s  a r e a  s u r r o u n d s  

t h e  l i q u i d  b o d y  c o mp l e t e l y .  De n o t e s  

a  we t  v e c t o r i a l  s u r f a c e  e l e me n t  ( o r i e n t e n  

i n  t h e  e x t e r n a l  d i r e c t i o n )  a n d  d e n o t e s  

a  s u r f a c e  e l e me n t  o f  t h e  i n t e r n a l  l i q u i d  

s o l i d  i n t e r f a c e  ( o r i e n t e d  i n t o  t h e  s o l i d  

b o d y ) ,  t h e  r e s u l t i n g  f o r c e  o f  a l l  t h e  n o r ma l  

f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e s e  s u r f a c e s  o n t o  t h e  

l i q u i d  i s  g i v e n  b y  -Jpk d0kiOi/l -  f pk dOklt,ft. ,

S i n c e  t h i s  b o u n d a r y  s u r f a c e  s u r r o u n d s  c o m­

p l e t e l y  t h e  l i q u i d  b o d y  Ga u s s i a n  l a w c a n  b e  

a p p l i e d  a n d  r e n d e r s

M  d ° M + M  =  J vPt

= A  vpM. d K
( 5)

wh e r e

mi x t u r e .  T h e  q u a s i v o l u me  f o r c e  r e s u l t i n g  f r o m 

s k i n  f r i c t i o n  b e t we e n  t h e  s o l i d  g r a i n s  a n d  

a c t i n g  o n t o  t h e  l i q u i d  i s  g i v e n  b y  ¿ 3 ^

F u r t h e r  t h e  g r a v i t y  f o r c e  tit

h a s  t o  b e  c o n s i d e r e d .  '

I n  t h i s  ma k r o s c o p i c  v i e w we  h a v e  d e v i d e d  t h e  

f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  l i q u i d  b o d y  i n t o  s u r ­

f a c e  f o r c e s ,  v o l u me  f o r c e s  a n d  q u a s i v o l u me  

f o r c e s .  U d e n o t e s  t h e  g r a v i t y  p o t e n t i a l ,

,  t h e  s p e c i f i c  we i g h t  o f  t h e  l i q u i d  

a n d  g  d e n o t e s  g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n .  

T h e  e q u a t i o n  o f  mo t i o n  o f  t h e  l i q u i d  b o d y  

t h e r e f o r e  r e a d s :

- J p k  d Ol i a,fj.

-J y «* vXdVk (6)

Eq u a t i o n  ( 5 )  t o g e t h e r  wi t h  ( 6 )  r e n d e r s  a f t e r  

t h e  a p p l i c a t i o n  o f  Ga u s s ' t h e o r e m a n d  u s i n g  

t h e  f o l l o wi n g  l i mi t

i s  H { ~ * v-*  - ? * * *

t h e  d i f f e r e n t i a l  f o r m o f  t h e  e q u a t i o n  o f  

mo t i o n  o f  t h e  l i q u i d

wh i c h  h o l d s  f o r  e a c h  v o l u me .  T h e  f r i c t i o n a l  

f o r c e  f o l l o ws  f r o m ( 6  a )

K, , i  =  + 7 - w  +
( 7)

d e n o t e s  a  v o l u me  e l e me n t  o f  t h e  l i q u i d  b o d y  

a n d  d li d e n o t e s  a  v o l u me  e l e me n t  o f  t h e

T h i s  e q u a t i o n  h o l d s  i n  g e n e r a l  a n d  d o e s  n o t  

u s e  t h e  a s s u mp t i o n  o f  a  p o i n t  c o n t a c t  b e t we e n  

t h e  g r a i n s  ( 4 =  1 ) .  We  d e n o t e  t h e  s u b s t a n c i a l  

d e r i v a t i v e  wi t h  r e s p e c t  t o  t h e  l i q u i d  b y

at  ¿t  (7  a)

a n d  we  u s e  t h e  a b s o l u t e  v e l o c i t y  o f  t h e  

l i q u i d  wi t h  r e s p e c t  t o  a n  i n e r t i a l  f r a me

0 , *  =  - h

*  * *  n* ( 7  b )

We  wa n t  t o  c o n s t r u c t  a  g e n e r a l i z e d  f i l t e r  

l a w,  t h a t  me a n s  a  g e n e r a l  r e l a t i o n  b e t we e n  

t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e  a n d  t h e  mo t i o n

o f  t h e  l i q u i d .  F o r  t h i s  s a k e  we  i n t r o d u c e  

t h e  f i l t e r  v e l o c i t y  ^
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F o r  i t s  d e f i n i t i o n  we  c u t  a  s ma l l  t e t r a h e ­

d r o n  o u t  of  t h e  f l o we d  t h r o u g h  b o d y ,  wh e r e  

t h e  a x i s  x , y , z  f r o m a  r e c t a n g u l a r  c o o r d i ­

n a t e  s y s t e m.

4 k , o  =  4 k , *  +  +  4 ^
( 8 )

We  d e n o t e  t h e  v a l u e s  o f  j  4 k , y  >

p e r  u n i t  o f  t h e  s u r f a c e  a r e a  b y

% x  ,  % y  ,  3 U  311(1 Lt  f 0 l l 0 WS t h e n

d p , 0 =  / d Oh x  /  irk i X +  l d Oki y  /  % t y  

+  / d° i , * /  3 U  =  0 * ' M a

t h e r e  ^  d e n o t e s  t h e  v e c t o r  wi t h  c o m­

p o n e n t s

S i n c e  t h i s  v e c t o r  b e h a v e s  l i k e  a  v e l o c i t y  

v e c t o r  i t  wi l l  b e  c a l l e d  f i l t e r  v e l o c i t y .  

S u c h  a  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f i l t e r  v e l o c i t y  i s  

p o s s i b l e  o n l y  f o r  i n c o mp r e s s i b l e  me d i a .  I n  

g e n e r a l ,  t h e  r e l a t i o n  b e t we e n  t h e  f r i c t i o n  

f o r c e  a n d  t h e  f i l t e r  v e l o c i t y  v e c t o r

^  i s  n o n l i n e a r :

o f  t h e  b a s i s  p l a n e .  Th e  v e c t o r i a l  c o mp o n e n t s  

i n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  d Q, x  /  ( / 0A. , y * 

¿ f a *  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h e  i n wa r d  n o r ma l  

v e c t o r s  o f  t h e  s u r f a c e  e l e me n t s  wh i c h  a r e  

p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e s  x  = c o n s t . ,  y =  c o n s t . ,  

z  = c o n s t . ,  r e s p e c t i v e l y .  We  d e n o t e  t h e  

l i q u i d  v o l u me  wh i c h  f l o ws  t h r o u g h  t h e  s u r ­

f a c e  e l e me n t  e/ f y i n  t h e  t i me  i n t e r v a l  e f t  

b y  d ^ o  d t  ; a n a l o g o u s  t y k , * ■ ( f t j  t y / c y  ■ e f t >

• d t  d e n o t e  t h e  l i q u i d  v o l u mi n a  wh i c h  

e n t e r  i n  t h e  t i me  i n t e r v a l  d t  t h r o u g h  t h e  

s u r f a c e  e l e me n t s  wi t h  n o r ma l  v e c t o r s  p a r a l l e l  

X, y , z  r e s p e c t i v e l y .  Un d e r  t h e  a s s u mp t i o n

2 . )  we  h a v e  f o r  t h e  l i q u i d

*' / ' • / •  "  (- i o )

I n  c o n t r a d i s t i n c t i o n  a  l i n e a r  r e l a t i o n  b e t ­

we e n  t h e  f r i c t i o n  f o r c e  a n d  t h e  

f i l t e r v e l o c i t y  e x i s t s  i n  t h e  c a s e  o f  

a  v e r y  s l o w mo v i n g  l i q u i d .  Th e  mo s t  g e n e r a l  

l i n e a r  r e l a t i o n  b e t we e n  t h e s e  t wo  v e c t o r -  

f i e l d s  i s  c o n s t r u c t e d  b y  t h e  u s e  o f  a f f i n o r  

£t t(•

Wn e n c e

(.11 )

Th i s  r e l a t i o n  i n c l u d e s  l n h o mo g e n e i t y  a n d  

a n i s o t r o p y  wi t f i  r e s p e c t  t o  d i i i u s i v i t y .  I f  

we  a s s u me  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  f i l t e r i n g  

a c t i o n  o f  t h e  s o l i d  b o d y  t h a t  me a n s  a  q u a s i -  

s t a t i o n a r y  f l o w wh e r e  t h e  i n e r t i a l  f o r c e s  

ol  t n e  l i q u i d  c a n  b e  n e g l e c t e d  t h e n  e q u a t i o n  

1,7, ) r e n d e r s

K f t - w f j r V + f r )
S  ( .1 2 ;

Th e  i n e r t i a l  f o r c e s  c a n n o t  be  n e g l e c t e d  i n  

a  s h o r t  t i me  i n i t i a l  t r a n s i t i o n a l  mo t i o n .  

F r o m ( 1 2)  a n d  ( 1 1)  we  h a v e  

' / h-
V! ■ U + P * )

?  &

wi t h

( 9 ) f a

( 1 3 )

( 1 3  a )

( 1 4 )
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m k  i s  d e n o t e d  d r a g  a f f i n o r .  A d i f f e r e n t  

f o r m o f  ( 1 3  a )  c a n  b e  a c h i e v e d  b y  a  l e f t  

h a n d  mu l t i p l i c a t i o n  b y  t h e  i n v e r s e  a f f i n o r ,  

c a l l e d  d i f f u s i v i t y  a f f i n o r

wh i c h  i s  i n  g e n e r a l  s k e w s y mme t r i c  a n d  a  

f u n c t i o n  o f  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s .  T h i s  

r e n d e r s

11  , j

( 1 6 )
=  - K r ( - +

)

At  a  c o n t a c t  s u r f a c e  b e t we e n  t wo  s o l i d  

b o d i e s  t h e  d i f f u s i v i t y  a f f i n o r  h a s  a  J u mp .

i s  t h e r e f o r e  a  p i e c e wi c e  c o n t i n u o u s  

f u n c t i o n  o f  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s  a n d  a l l o ws  

t h e  ma t r i x  r e p r e s e n t a t i o n

^k. xx kk/ Xy  

l ^Jc. vx f c k i W kk.

We  s e t

Kk,  yx  I ' -ki yy *k ,  y z  

ye

C1 7 J

T  *  >  ‘  4

a n d  d e n o t e  t h e  s t a t i c  p r e s s u r e  b y

( 1 8 )

we  f i n d  a  n e w f o r m o f  ( . 19)

*  *  *  ( 1 9  b ;  

T h i s  i s  a  g e n e r a l i s a t i o n  o f  t n e  we l l k n o wn  

Da r c y  f i l t e r  l a w.  I f  t h e  d i f f u s i v i t y  i n  t h e  

s o l i d  b o d y  i s  d i r e c t i o n a l  i n d e p e n d e n t ,  t h e n  

wi t h  a n d  f r o m 1.1 9 )

(190)

wh e r e  h/ i  i s  t h e  we l l k n o wn  s c a l a r  d i f f u s i ­

v i t y  o f  a  l a y e r  k  .  De n o t i n g  t h e  a b s o l u t e  

v a l u e s  o f  a n d  3 ^  by  Ufc, a n d  ,

r e s p e c t i v e l y  t h e n  t h e  we l l  k n o wn  f o r m o f  

Da r c y ' l a w f o l l o ws  f r o m ( . 19 c )

#  “  k- A J k  ^- 19

F r o m ( . 19 c )  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  t h e  

s p e c i a l  c a s e  o f  c o n s t a n t  d i f f u s i v i t y  c o ­

e f f i c i e n t s  Mk  t h e  s t a t i c  p r e s s u r e  

p l a y e s  t h e  r o l e  o f  a  v e l o c i t y  p o t e n t i a l .

I n  [ 2 j  t h i s  s t a t i c  p r e s s u r e  hk  i s  i n t r o d u c e d  

i n t o  t h e  p r o b l e m o f  c o n s o l i d a t i o n  o f  c l a y  

l a y e r s  f o l l o wi n g

( 1 9 )

I n t r o d u c i n g  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  s t a t i c  

p r e s s u r e  i n  t h e  l i q u i d

r

- - - - —<

h k

V-

Z  U = 0

Sc hi c ht e  K

F I G.  6

S i n c e  ‘U =~ÿ z  i t  f o l l o ws  f r o m ( . 18)  t h a t

4 -  =  ~ —  Z
*  fa - ( 20 )

( 1 9  a )

T o  f i n d  t n e  e q u a t i o n s  o f  mo t i o n  f o r  t h e  c u t -  

t e d  p a r t  o f  t n e  s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  we  c o n ­

s i d e r  i n  a  ma k r o s c o p i c  v i e w s u r f a c e  s t r e s s e s  

a c t i n g  o n  t h e  s o l i d  p o r t i o n  o f  t n e  o u t e r  

s u r f a c e  e v e r a g e d  o v e r  t n e  wh o l e  ma k r o s c o p i c  

s u r f a c e  e l e me n t .  T h e  s t a t e  o f  s t r e s s  i n  s u c n  

a n  e l e me n t  c a n  b e  d e s c r i b e d  b y  a  s y mme t r i c
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s t r e s s  t e n s o r  ^  .  I n  t h e  c a s e  o f  a  

g r a i n e d  s ol i d,  b o d y  t h e  d a n g e r  o f  s l o p e  

s l i d i n g  i s  d i s c u s s e d  u s i n g  s p e c i a l  ( n o n  

s t a t i s t i c a l )  c u t s  i n  s u c h  a  wa y ,  t h a t  t h e  

g r a i n s  a r e  n o t  c u t t e d .  He r e ,  ¿i f  i s  t h e  

s t r e s s  t e n s o r  o f  t h e  g r a i n - t o - g r a i n  c o n t a c t  

f o r c e s .  Us i n g  s t a t i s t i c a l  c u t s  ( i n  t h i s  c a Se  

t h e  c u t s  r u n  t h r o u g h  t h e  s o l i d  b o d y  ma t e r i a l ) ,  

%  r e p r e s e n t s  t h e  s t a t i s t i c a l  me a n  o f  t h e  

s t r e s s  t e n s o r  i n  t h e  s o l i d  ma t e r i a l .  Th i s  

e x p e c t a t i o n  o f  t h e  s t r e s s  t e n s o r  i s  i mp o r ­

t a n t  i n  c a s e s  wh e r e  t h e  e l a s t i c  o r  p l a s t i c  

p r o p e r t y  o f  t h e  s p l i d  ma t e r i a l  h a s  t o  b e  

c o n s i d e r e d .  Th e  e q u a t i o n  o f  mo t i o n  f o r  t h e  

c u t t e d  p a r t  o f  t h e  s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  

r e a d s :

T t t j p *

wh e r e

( 2 1)

( 22 )

d e n o t e s  t h e  s u b s t a n t i a l  d e r i v a t i v e  wi t h  

r e s p e c t  t o  t h e  s k e l e t o n  mo t i o n  a n d  

d e n o t e «  t h e  a b s o l u t e  v e l o c i t y  o f  t h e  s o l i d  

b o d y  s k e l e t o n  wi t h  r e s p e c t  t o  a n  i n e r t i a l  

s y s t e m.  He r e  ¿ 7 % d e n o t e s  t he  o u t e r  n o r ma l  

v e c t o r  o f  a  s u r f a c e  e l e me n t .  Th e  s e c o n d  

a n d  t h i r d  t e r m r e p r e s e n t s  t h e  r e a c t i o n s  t o  

t h e  f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  l i q u i d  b o d y .  Th e  

f o u r t h  i n t e g r a l  r e p r e s e n t s  t h e  b o d y  f o r c e  

a c t i n g  o n  t h e  s o l i d  p a r t  o f  t h e  b o d y  a n d  

t h e  i n t e g r a l  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  

e q u a t i o n  ( 2 1 )  r e p r e s e n t s  t h e  i n e r t i a l  f o r c e .

i s  t h e  s p e c i f i c  we i g t h  o f  t h e  s o l i d  

ma t e r i a l .  Co n s i d e r i n g  t h e  me a n i n g  o f  

t h e  f o l l o wi n g  r e l a t i o n  c a n  b e  e s t a b l i s h e d

( 23)

Us i n g  ( 5 )  a n d  ( 2 3 )  a n d  Ga u s s ' t h e o r e m we  

h a v e

J f k  d Okl l l f l . = J n k vpk d, Vk  - J p k  J Okl a l f l . 

=/ / " nk v pk  -  v f \ p k ) ] d v k

( 2 4 )

I n t r o d u c i n g  ( 2 4 )  i n t o  5, 21)  a n d  u s i n g  a g a i n  

Ga u s s ' l e mma  a n d  t h e  l i mi t  ^  -*•  0  we  h a v e

-  w w -  -  *

a n d  t h e  d i f f e r e n t i a l  f o r m o f  t h e  e q u a t i o n  

o f  mo t i o n  i n  t h e  f o l l o wi n g  f o r m

V U  -  v f K p J

( 2 5 )

( 26)

wh i c h  h o l d s  f o r  e v e r y  a r b i t r a r y  v o l u me .  To ­

g e t h e r  wi t h  ( 7 )  e q u a t i o n  ( 2 5 )  r e n d e r s

Af t e r  r e a r r a n g i n g  a n d  s u mmi n g  we  h a v e

P  ( 2 6  a )

V ' %  r e p r e s e n t s  t h e  r e s u l t i n g  s u r f a c e  

f o r c e s  i n  t h e  s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  p e r  u n i t  

o f  t h e  v o l u me .  I n  t h e  c a s e  o f  a  g r a i n e d  

s o l i d  b o d y  ma t e r i a l  a n d  c o n t a c t  o f  t h e  

g r a i n s  i n  s i n g u l a r  p o i n t s  we  h a v e  =  ‘i  , 

i f  we  c o n s i d e r  c u t s  t h r o u g h  t h e  p o i n t s  o f  

c o n t a c t  b e t we e n  t h e  g r a i n s .  I n  t h i $  c a s e  

we  h a v e

f i t .  „  > f a *  „  

n k T ~ d f  7 "  T k

f a x  -  t *M f %, / c „1 /
- - - - - - - - J - - - - - - - - - ‘ V U - V f c  ( 27)

F o r  s t a t i s t i c a l  c u t s  e q u a t i o n  ( 2 6  a )

r e n d e r s

A  ' D*0* . / j  i ^  -  y f

ef t  T "  /  e f t

(28)

No w we  h a v e  g i v e n  a  c l e a r  a n s we r  t o  t h e  

q u e s t i o n ,  i f  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  Vp k  

i n  t h e  f u l l  a mo u n t  o r  t h e  p r e s s u r e  f a  , b y
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t h e  a c t i o n  o f  t h e  mo v i n g  l i q u i d  o n  t h e  

s o l i d  b o d y ,  h a s  t o  b e  mu l t i p l i e d  wi t h  t h e  

p o r e v o l u me  f l k  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  

g r a d i e n t .  Th i s  r e d u c e s  t h e  p r e s s u r e  g r a ­

d i e n t .  Th e  r e s u l t  n o w d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  

f o r m o f  t h e  c u t  t o  b e  c o n s i d e r e d  s t a t i s t i ­

c a l  o r  t h r o u g h  t h e  c o n t a c t  z o n e s  o f  t h e  

g r a i n s .  I n  n e g l e c t i n g  t h e  a c c e l e r a t i o n  

t e r ms  o f  t h e  l i q u i d  a n d  s o l i d  e q u a t i o n  

( 2 6  a )  r e n d e r s

-* (& *  -& L  vtl + vfXkpM)

9  ( 29 )

Re p r e s e n t i n g  p t  b y  t h e  p r e s s u r e  h e a d  

( 18 )  g i v e s

r  ( 30)

a n d  i n t r o d u c i n g  t h i s  i n  ( ¿ 9 )  r e n d e r s

* i -  K m  rht  ' M "  y f r K

( 31 )

f r o m ( 1 9 )  we  h a v e

^  ( 32)

Lo o k i n g  a t  ( 31 )  a n d  ( 3 2 )  we  s e e  t h a t  t h e  

r e s u l t i n g  s u r f a c e  f o r c e  o f  t h e  s o l i d  b o d y  

s k e l e t o n  p e r  u n i t  o f  v o l u me ,  o f  t h e  mi x t u r e  

i s  a  s u m o f  t h r e e  p a r t s :  Th e  f i r s t  t e r m s t e ms  

f r o m t h e  mo t i o n  o f  t h e  l i q u i d ,  t h e  s e c o n d  

t e r m i s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  p r e s s u r e  i n  t h e  

l i q u i d  mu l t i p l i e d  b y  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  we t  

t o  t o t a l  s u r f a c e  r a t i o  a n d  t h e  t h i r d  r e ­

p r e s e n t s  t h e  we i g h t  o f  t h e  s o l i d  b o d y  s k e ­

l e t o n  r e d u c e d ,  i n  ge ne r . a l ,  b y  t h e  l i f t i n g  

f o r c e .  Th e  s e c o n d  t e r m i s  z e r o  e v e r y wh e r e  

wh e r e  t h i s  r a t i o  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  

s p a t i a l  c o o r d i n a t e s .  I n  t h e  c a s e  o f  n o i n t  

c o n t a c t  a n d  f o r  s p e c i a l  c u t s  t h r o u g h  t h e  

p o i n t s  o f  c o n t a c t  (  Xk  — -/  ) t h e  t o t a l  l i f t i n g  

f o r c e  i s  a c t i n g .  An  a p p l i c a t i o n  i s ,  f o r  

i n s t a n c e ,  t h e  s t a b i l i t y  c o n s i d e r a t i o n  o f  a  

f l o w t h r o u g h  d a m wi t h  p o i n t  c o n t a c t  o f  t h e  

g r a i n s  ( X k  =  •/  ) ,  e t e .  F o r  s t a t i s t i c a l  c u t s  

( X^  «= flk  ) t h e  l i f t i n g  f o r c e  v a n i s h e s  i n  t h e

c a s e  o f  p o i n t  c o n t a c t  a n d  a r e a  c o n t a c t .  F o r  

s p e c i a l  c u t s  wh e r e  t h e  l i f t i n g  f o r c e

a l t e r n a t e s  i t s  s i g n .  I n  a l l  t h e  c a s e s  wh e r e  

t he  s t a t i s t i c a l  me a n  o f  t h e  s t r e s s e s  i n  t h e  

s o l i d  b o d y  s k e l e t o n  h a s  t o  b e  c o n s i d e r e d , e . g . , 

i f  t h e  s t r e s s  s t r a i n  r e l a t i o n  i s  c o n s i d e r e d  

f o r  t h e  e l a s t i c  o r  p l a s t i c  b e h a v i o r  o f  t h e  

s o l i d ,  a  n o n  z e r o  l i f t i n g  f o r c e  c a n n o t  b e  

e x p e c t e d ,  s i n c e  t h e  s o l i d  b o d y  h a s  t o  b e  

c u t t e d  i n  a  s t a t i s t i c a l  wa y ,  t h e r e  f o r e / ^ - ' ^ e -  

I n  c o n t i n u u m t h e o r y  t h e  d e f o r ma t i o n s  a n d  d e ­

f o r ma t i o n  r a t e s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  s u r f a c e  

s t r e s s e s  a n d  a r e  n o t  r e l a t e d  i n  a  d i r e c t  

wa y  t o  t h e  a d d i t i o n a l  f o r c e s  a s ,  e . g .  p r e s ­

s u r e  f o r c e s  a c t i n g  f r o m t h e  l i q u i d  t o _ t h e  

s k e l e t o n .  I n  a d d i t i o n  i t  i s  r e q u i r e d  t h a t  

t h e  r e l a t i o n  b e t we e n  t h e  d e f o r ma t i o n s  a n d  

t h e i r  r a t e s  a n d  a l s o  t h e i r  h i g h e r  d e r i v a t i v e s  

wi t h  r e s p e c t  t o  t i me  t ,  t o  t h e  s u r f a c e  s t r e s s e s  

a n d  t h e i r  t i me  d e r i v a t i v e s  i s  a l l  wi t h  t h e  

s a me  i n  t h e  d r y  a n d  we t  s k e l e t o n .  Th i s  i s  

n e c e s s a r y  s i n c e  t h e  . ma t e r i a l  c o n s t a n t s  o f  

t h e  d r y  s t a t e  s h o u l d  b e  u s e d  i n  b o t h  c a s e s .

Th e  c u t s  h a v e  t o  b e  c o n s t r u c t e d  i n  s u c h  a  

■ way t h a t  i n  t h e  l i q u i d  f i l l e d  s k e l e t o n  n o  

a d d i t i o n a l  s u r f a c e  s t r e s s e s  wh i c h  a l t e r  t h e  

l i f t i n g  f o r c e s  c o me  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .

Th i s  c o n d i t i o n  i s  f u l l  f i l l e d  o n l y  f r o m t h e  

s t a t i s t i c a l  c u t .
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