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A P P R O X IM A T E  C A L C U L A T IO N  M E T H O D  F O R  S E T T L E M E N T S

C A L C U L  A P P R O X IM A T IF  D E S  T A S S E M E N T S  

nPMBJIMKEHHblfi METOA BbIHMCJlEHMfl OCM OK

BEN T  HANSEN,'Professor,Technical University of Denmark, Copenhagen (Denmark)

S YNOP S I S .  Un d e r  t h e  a s s u mp t i o n  o f  a  p u r e l y  v e r t i c a l  d i s p l a c e me n t  f i e l d  i n  t h e  s o i l ,  s e t t l e ­

me n t s  a n d  c o n t a c t  p r e s s u r e s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  b y  me a n s  o f  a n  a p p r o x i ma t e  me t h o d , i n  wh i d i  
o n l y  t h e  v e r t i c a l  e q u i l i b r i u m e q u a t i o n  i s  s a t i s f i e d .  T h i s  l e a d s  t o  a  s e c o n d  o r d e r  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  wh i c h  i n  c e r t a i n  c a s e s  ma y  b e  s o l v e d  b y  me a n s  o f  t h e  f l o w n e t  t e c h ­

n i q u e .  Th e  r e s u l t s  a r e  s u r p r i s i n g l y  a c c u r a t e  f o r  p r o b l e ms ,  e . g .  d r a i n e d  s t a t e  i n  h o r i z o n t a l  
l a y e r s  o f  mo d e r a t e  t h i c k n e s s ,  wh e r e  t h e  b a s i c  a s s u mp t i o n  i s  r e a s o n a b l y  we l l  s a t i s f i e d .  Th e  
me t h o d  c a n n o t  b e  u s e d  f o r  i n i t i a l  s e t t l e me n t s  i n  t h e  u n d r a i n e d  s t a t e  o r  f o r  s e t t l e me n t s  u n ­

d e r  l o a d s  n e a r  f a i l u r e ,  h o we v e r *

I NT RODUCT I ON

I n  t h i s  p a p e r  t h e  s i mp l e  c a s e  o f  a  h o r i z o n ­

t a l ,  u n i f o r m l a y e r  wi t h  i d e a l  e l a s t i c  p r o p e r ­

t i e s  i s  c o n s i d e r e d .  E v e n  i n  t h i s  c a s e  t h e  
£  ma t h e ma t i c a l  f o r mu l a t i o n  o f  a  s e t t l e me n t  
n p r o b l e m l e a d s  t o  e i t h e r  o n e  f o u r t h  o r d e r  o r  

t wo  s i mu l t a n e o u s  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s .  I f  r i g i d  f o o t i n g s  a r e  p r e s e n t ,  
t h e  a d d i t i o n a l  p r o b l e m o f  d e t e r mi n i n g  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  c o n t a c t  p r e s s u r e  i s  s t r i n ­

g e n t l y  f o r mu l a t e d  a s  a n  i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n «

F o r  c o mp u t a t i o n a l  r e a s o n s  mo s t  r o u t i n e  c a l ­

c u l a t i o n s  i n  p r a c t i c e  h a v e  t h e r e f o r e  u n t i l  
r e c e n t l y  b e e n  b a s e d  o n  mo r e  o r  l e s s  we l l  
d e f i n e d  a p p r o x i ma t e  me t h o d s ,  f o r  e x a mp l e ,  
c f .  F i g . l :

1 .  Al o n g  e a c h  v e r t i c a l  W ,  a t  t h e  t o p  p o i n t  
V o f  wh i c h  t h e  s e t t l e me n t  s  i s  r e q u i r e d ,  t h e  
v e r t i c a l  n o r ma l  s t r e s s  Sx a n d  p o s s i b l y  a l s o  
t h e  h o r i z o n t a l  s t r e s s  6* a r e  d e t e r mi n e d  b y

a  s u mma t i o n  a n d / o r  i n t e g r a t i o n  p r o c e d u r e  
u t i l i z i n g  t h e  k n o wn  i n f l u e n c e  f u n c t i o n s  f o r  
a  l i n e  o r  a  u n i f o r m s t r i p  l o a d  a c t i n g  o n  t h e  
s u r f a c e  o f  a  h o mo g e n e o u s  e l a s t i c  h a l f  s p a c e ,  
t h u s  d i s r e g a r d i n g  t h e  r e a l  i n h o mo g e n e i t i e s  
a n d  e v e n  d i s c o n t i n u i t i e s  o f  t h e  s o i l  p r o f i l e ,  
e . g .  a  r i g i d  b a s e  a t  a  d e p t h  D b e n e a t h  t h e  
b a s e .

2 .  F o r  r i g i d  s t r i p  f o o t i n g s  CC'  l o a d e d  b y  
t h e  c o mp o n e n t s :  v e r t i c a l  l o a d  Q a n d  mo me n t  
M t h e  c o n t a c t  p r e s s u r e  i s  e i t h e r  a s s u me d  t o  
b e  d i s t r i b u t e d  a s  o n  a n  e l a s t i c  h a l f  s p a c e  
o r  i s  d e t e r mi n e d  e x p l i c i t l y .  I n  t h e  l a t t e r  
c a s e  t h e  p r e s s u r e s  p  t r a n s mi t t e d  t h r o u g h  a
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n u mb e r  o f  s t r i p s  mu s t  b e  t a k e n  a s  u n k n o wn s ,  
a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s e t t l e me n t s  Sj  mu s t  
a l s o  b e  c a l c u l a t e d .  Al l  s e t t l e me n t s  wi l l  b e  
l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  u n k n o wn  q u a n t i t i e s

Pi :
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j>. Th e  s e t t l e me n t  c a l c u l a t i o n s  a r e  t h e n  p e r ­

f o r me d .  b y  i n t e g r a t i o n  a l o n g  e a c h  v e r t i c a l  
o f  t h e  s t r a i n  c o mp o n e n t

=
_ c z KoG* ( 1 )

ix  '  *  (/- Kl)

wh e r e  K i s  t h e  mo d u l u s  o f  c o n s o l i d a t i o n ,  and.

Ka = -
J*

( 2 )
i s  t h e  e a r t h  p r e s s u r e  c o e f f i c i e n t  a t  r e s t  
( f o r  p r i ma r y  l o a d i n g ) .

Al t e r n a t i v e l y  o n l y  S’ ma y  b e  t a k e n  i n t o  a c ­

c o u n t ,  t r e a t i n g  t h e  d e f o r ma t i o n  p r o b l e m a s  
i n  t h e  o n e - d i me n s i o n a l  c a s e . ( l )  mu s t  t h e n  
b e  r e p l a c e d  b y :

c _ G~z

2 ck K (3)
I n  b o t h  e x p r e s s i o n s  ( 1 )  a n d  ( 2 )  a n d  i n  t h e  
i n t e g r a t i o n  p r o c e s s  t h e  i n h o mo g e n e i t i e s  a n d  
d i s c o n t i n u i t i e s  i n  t h e  s o i l  p r o f i l e  a r e  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t .  Th u s ,  i n  F i g . i  u  i s  t a k e n  t o  
b e  z e r o  a t  t h e  r i g i d  b a s e  z = D.

4 .  F i n a l l y  p o s s i b l e  u n k n o wn  c o n t a c t  p r e s s u r e s  
P i  a r e  d e t e r mi n e d  b y  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s e t t l e me n t s  Sj _ mu s t  v a r y  a s  a  
f u n c t i o n  o f  x ,  g i v i n g  i n  t h i s  wa y  t h e  o v e r ­

a l l  s e t t l e me n t  s Q a n d  t h e  r o t a t i o n  r 0  o f  t h e  
f o o t i n g :

- o Ai ( 4 )

Th e  r e s u l t a n t  o f  t h e  c o n t a c t  p r e s s u r e s  pj _ 
s h o u l d  a l s o  b e  i n  e q u i l i b r i u m wi t h  t h e  t o t a l  
l o a d  c o mp o n e n t s  Q a n d  M.

A n u mb e r  o f  mo d i f i c a t i o n s  e x i s t .  F o r  e x a mp l e ,  
wh e n  o n l y  t h e  s e t t l e me n t  o f  a  c e n t r i a l l y  l o a ­

d e d  s t r i p  f o o t i n g  i s  r e q u i r e d ,  ( 3 )  ma y  b e  
u s e d  t o g e t h e r  wi t h  a  s i mp l i f i e d  c a l c u l a t i o n  
o f  Gz  a l o n g  t h e  l i n e  o f  s y mme t r y  ( x = 0  o n  
F i g . 1 ) :

<55
T h e  me t h o d  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  u s i n g  i i q . ( l ) ,  
i s  s t a t i c a l l y  a d mi s s i b l e  a n d  t h e r e f o r e  o n  
t h e  s a f e  s i d e .  Be c a u s e  o f  t h e  e r r o r s  i n v o l ­

v e d  i n  d i s r e g a r d i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  
r i g i d  b a s e  o n  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n ,  ! £q. ( 3)  
a c t u a l l y  s e e ms  t o  g i v e  b e t t e r  a g r e e me n t  wi t h  
o b s e r v e d  s e t t l e me n t s «

I n  r e c e n t  y e a r s  t h e  f i n i t e  e l e me n t  me t h o d  
h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  t h e  p r o b l e m.  Th i s  me t h o d  
i s  k i n e ma t i c a l l y  a d mi s s i b l e  a n d  i t  p e r mi t s  
o f  c o u r s e  mu c h  c l o s e r  a p p r o x i ma t i o n s  t o  t h e  
c o r r e c t  r e s u l t ,  b u t  i t  r e q u i r e s  a c c e s s  t o  
r a t h e r  a d v a n c e d  p r o g r a mmi n g  o n  a  l a r g e  c omr -  
p u t e r , s o  i t  ma y  n o t  b e  e c o n o mi c a l  f o r  r o u ­

t i n e  c a l c u l a t i o n s .  I n  t h i s  p a p e r  a n  a l t e r ­

n a t i v e  me t h o d  i s  p r o p o s e d ,  wh i c h  i s  a l s o  
k i n e ma t i c a l l y  a d mi s s i b l e , a n d  i n  f a c t  h a s  
mu c h  i n  c o mmo n  wi t h  t h e  f i n i t e  e l e me n t  me t h o d .  
I t  i s  s i mp l i f i e d ,  h o we v e r ,  s o  t h a t  i t  ma y  b e  
u s e d  i n  s o me  c a s e s  f o r  r o u t i n e  c a l c u l a t i o n s  
wi t h o u t  n e c e s s i t a t i n g  t h e  u s e  o f  a  c o mp u t e r .

BAS I C E QUAT I ONS

I f  i t  i s  a s s u me d  i n  F i g . l  t h a t  t h e  d i s p l a c e ­

me n t  f i e l d  h a s  o n l y  v e r t i c a l  c o mp o n e n t s  u z , 
t h e n  o n e  c l e a r l y  h a s  a t  e a c h  p o i n t  ( x , z ) :

^ u z

(6)

c f . E q , ( 3 ) , a n d  :

C7 )
T h e  s h e a r  mo d u l u s  G i s  g i v e n  b y :

l ~ K o
G=  K - - - - —

2

Un d e r  t h i s  a s s u mp t i o n  t h e  o n l y  e q u i l i b r i u m 
e q u a t i o n ,  wh i c h  c a n  b e  s a t i s f i e d ,  i s  t h e  
v e r t i c a l  o n e  :

. 9 t xz  „ 

_  (9)

(8 )

dx

a s s u mi n g  n o  l o a d i n g  f r o m v o l u me  f o r c e s .  I n ­

s e r t i n g  ( 6 )  a n d  ( 7 )  t h i s  b e c o me s  a  s e c o n d  
o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  u z :

( i o )

i . e .  a n  e q u a t i o n  i d e n t i c a l  t o  t h e  o n e  wh i c h  
g o v e r n s  p o t e n t i a l  f l o w i n  a n i s o t r o p i c  a n d  
p o s s i b l y  i n h o mo g e n o u s  me d i a .

Th e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  wi l l  u s u a l l y  b e  g i v ­

e n  d i r e c t l y  b y  t h e  d i f i n i t i n n s .  F o r  e x a mp l e :

u ^ O  a l o n g  r i g i d  b a s e s  a n d  p o s s i b l e  v e r t i ­

c a l  l i n e s  o f  a n t i me t r y .

uz =30+r Qx al ong bas es  of  r i gi d s t r i p 
f oot i ngs .

‘bu.x
* ■=Q a l o n g  p o s s i b l e  v e r t i c a l  l i n e s  

OX a£ s y mme t r y .

F o r  s o i l  s u r f a c e s  a n d  b o u n d a r i e s  b e t we e n  
d i f f e r e n t  s o i l  l a y e r s ,  i n  t h e  f o l l o wi n g  a s ­

s u me d  t o  b e  h o r i z o n t a l ,  i t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  
t h a t  o n l y  t h e  v e r t i c a l  e q u i l i b r i u m e q u a t i o n  
c a n  b e  s a t i s f i e d .  Th u s ,  f o r  a  s u r f a c e  wi t h  
v e r t i c a l  l o a d  q  p e r  u n i t  a r e a :

a -  — —  ( r e g a r d l e s s  o f  a  p o s -

02. K s i b l e  s h e a r  l o a d )

a n d  s t r e s s  c o n d i t i o n  f o r  a  b o u n d a r y  b e t we e n ,  
s o i l  l a y e r s ,  a  a n d  b ,  wi t h  d i f f e r e n t  mo d u l i  
o f  c o n s o l i d a t i o n :

I n  a  s o i l  p r o f i l e  c o n s i s t i n g  o f  h o r i z o n t a l  
l a y e r S  K a n d  G ma y  f r e q u o n t l y  b e  a s s u me d  
f u n c t i o n s  o f  z  o n l y ,  a n d  t h e i r  r a t i o

5 »i_r_E0= m2 (11)
K 2

ma y  a s  a  g o o d  a p p r o x i ma t i o n  b e  a s s u me d  c o n ­

s t a n t .  I n  t h i s  c a s e  t h e  a f f i n i t y  t r a n s f o r ma ­

t i o n

xi =x,  z] _=mz ( 12)
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wi l l  t r a n s f o r m Eq .  ( 1 0 )  i n t o :

Eq ,  ( 1 3 )  i s  we l l  s u i t e d  f o r  s o l u t i o n  b y  n u ­

me r i c a l  me t h o d s ,  u s i n g  e . g .  t h e  f i n i t e  d i f ­

f e r e n c e ,  f i n i t e  e l e me n t  o r  f u n c t i o n  s e r i e s  
t e c h n i q u e .  I n  t h e  i mp o r t a n t  s p e c i a l  c a s e  o f  
o n e  h o r i z o n t a l  s o i l  l a y e r  wi t h  c o n s t a n t  K,  
c o n f o r ma l  r e p r e s e n t a t i o n  a n d  t h e  f l o w n e t  
t e c h n i q u e  ma y  b e  u s e d .

wh e r e

f ( x ) = ( l + k 2- 2k  c o s h  - £ i - )  2 ( 1 9 )

D1

i n c r e a s i n g  f r o m ( 1 - k ) - ^  a t  x =0 t o  i n f i n i t y  
a t  x =  B

2

Th e  c o r r e s p o n d i n g  f l o w n e t ,  f o r  t h e  s p e c i a l  
c a s e  o f  B= D,  Kq =0 . 4 ,  i s  s h o wn  o n  P i g . 2 .  I t  
i s  s e e n  t h a t  wi t h  n u  i n t e r v a l s  i n  u z  a n d  n _  
i n t e r v a l s  i n  p „  ( o v e r  h a l f  t h e  s o i l  l a y e r ) f

Eq .  ( 1 7 )  b e c o me s  i n  t h i s  g r a p h i c a l  me t h o d :

CONFORMAL REPRESENTATI ON AND FLOW NETS

Wh e n  i s  c o n s t a n t ,  Eq .  ( 1 3 )  r e d u c e s  t o  t h e

L a p l a c e  e q u a t i o n ,  a n d  b y  i n t r o d u c i n g  t h e

c o n j u g a t e  f u n c t i o n  P  b y :  
z

_

3  2 , 3 x , '

dl / z  3  Ox

3 x *

( 1 5 )

c o n f o r ma l  r e p r e s e n t a t i o n  ma p p i n g  w= u _ + i p  
i n t o  y = z + i x  ma y  b e  u s e d  i n  s o me  c a s e s .  I n  
t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a  c e n t r a l l y  l o a d e d  s t r i p  
f o o t i n g  o f  wi d t h  B r e s t i n g  o n  a  u n i f o r m s o i l  
l a y e r  o f  d e p t h  D ( t r a n s f  o n n e d  d e p t h  D^ = mD)  
o n e  f i n d s  t h e  f o l l o wi n g  s o l u t i o n .

De f i n i n g

k =  e x p  ( -  ”1  — -  )  
2  2 ^ ( 1 6 )

t h e  s e t t l e me n t s  s 0 u n d e r  t h e  v e r t i c a l  l o a d  Q 

o n  t h e  f o o t i n g  i s :

K' ( k )

( 1 7 )

wh e r e  K( k )  a n d  K 1 ( k )  a r e  t h e  c o mp l e t e  e l l i p ­

t i c  i n t e g r a l s  o f  t h e  f i r s t  k i n d  c o r r e s p o n ­

d i n g  t o  t h e  mo d u l u s  k .

Th e  c o n t a c t  p r e s s u r e  p ( x )  a l o n g  t b e  s u b s u r ­

f a c e  o f  t h e  f o o t i n g  i s  g i v e n  b y :

s _ =.Jit ( 20 )

F r o m E q „ ( 1 5 )  i t  i s  s e e n  h o w t h e  i n t e g r a t e d

c o n t a c t  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  ma y  b e  o b t a i n e d

f r o m t h e  i n t e r s e c t i o n  p o i n t s  b e t we e n  t h e

f o o t i n g  a n d  t h e  p „ =  c o n s t . c u r v e s ,  
z

S t r i p  f o o t i n g s  a c t e d  u p o n  b y  mo ms a t s ,  o r  
( p o s s i b l y  n o n - u n i f o r m)  s t r i p  l o a d s ,  a r e  n o t  
e a s i l y  t r e a t e d  e x p l i c i t l y  b y  c o n f o r ma l  r e p ­

r e s e n t a t i o n .  Ho we v e r ,  e v e n  i n  t h e s e  c a s e s  
t h e  f l o w n e t  t e c h n i q u e  p r e s e n t s  n o  s p e c i a l  
d i f f i c u l t i e s  ( k n o wn  v a r i a t i o n  o f  u _  a n d  p  ,

r e s p e c t i  v e l y ,  
q u e s t i o n ) .

a l o n g  t h e  s u r f a c e  p a r t s  i n

CONCL US I ON

Th e  me t h o d  p r o p o s e d  i n  t h i s  p a p e r  i s  a  k i n e ­

ma t i c a l l y  a d mi s s i b l e  o n e  wh i c h  i s  b a s e d  o n  
t h e  f a c t  t h a t  t h e  d i s p l a c e me n t  f i e l d  i n  a  
h o r i z o n t a l  s o i l  l a y e r  i n  t h e  d r a i n e d  s t a t e  
b e n e a t h  a  f o o t i n g  wh i c h  i s  l o a d e d  t o  a  r e a ­

s o n a b l y  h i g h  f a c t o r  o f  s a f e t y  a g a i n s t  f a i ­

l u r e  wi l l  b e  p r e d o mi n a n t l y  v e r t i c a l .  Ut i l i ­

z i n g  t h i s  a s  a  b a s i c  a s s u mp t i o n  o f  c a l c u l a ­

t i o n s  a  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
i s  o b t a i n e d  wh i c h  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  o n e  
g o v e r n i n g  t h e  s e e p a g e  p r o b l e m i n  a n i s o t r o p i c  
ma t e r i a l s .  T h e  wi d e  r a n g e  o f  n u me r i c a l  me t h o d  
a p p l i c a b l e  t o  t h i s  p r o b l e m ma y  t h e r e f o r e  
a l s o  b e  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e .

Co mp a r a t i v e  c a l c u l a t i o n s ,  e . q .  u s i n g  t h e  f i ­

n i t e  e l e me n t  me t h o d ,  h a v e  s n o wn  t h a t  t h e  
s e t t l e me n t  a n d  c o n t a c t  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  
o b t a i n e d  b y  t h e  p r o p o s e d  me t h o d  a r e  s u r p r i s ­

i n g l y  a c c u r a t e #

B
f  (x ) (1 8 )
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Co n v e r s e l y ,  t h e  me t h o d  c a n n o t  b e  u s e d  i n  c a s  
e s  wh e r e  i t  i s  n o t  a  g o o d  a p p r o x i ma t i o n  t o  
a s s u me  a  v e r t i c a l  d i s p l a c e me n t  f i e l d ,  
e . g .  i n  t h e  u n d r a i n e d  s t a t e  o r  u n d e r  l o a d i n g s  
n e a r  f a i l u r e .


