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S U M M A R Y

A  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  d u r i n g  t h e  v i b r o -  

s i n k i n g  o f  l a r g e - d i a m e t e r  p i p e  p i l e s  b a s e d  o n  d a t a  f r o m  m e a s u r e d  

c u r v e s  o f  a c c e l e r a t i o n  a n d  s t r e s s  i n  p i l e  w a l l s  i s  p r o p o s e d  b y  t h e  

a u t h o r .  A p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  f o r  s t e a d y - s t a t e  m o t i o n  a n d  s t r e s s  

a r e  d e r i v e d .  I t  i s  s h o w n  h o w  e q u a t i o n s  o f  s t e a d y  m o t i o n  a n d  

s t r e s s  i n  p i l e  w a l l s  c a n  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  s o i l  c o n s t a n t s  

c h a r a c t e r i z i n g  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  i n  v i b r o - s i n k i n g .

p r e c a s t  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  p i p e  p i l e s  o f  l a r g e  d i a ­

m e t e r s  ( i . e .  t h i n - w a l l e d  c a i s s o n s )  h a v e  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  

i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  f o u n d a t i o n s  o f  d e e p - w a t e r  p i e r s  o f  

m a n y  l a r g e  b r i d g e s  i n  C h i n a .  T h e s e  o p e n - e n d  p i p e  p i l e s  a r e  

m a d e  o f  a  s e r i e s  o f  s e c t i o n s  j o i n e d  t o g e t h e r  b y  b o l t e d  s t e e l  

f l a n g e s  w h i c h  a r e  w e l d e d  t o  t h e  m a i n  l o n g i t u d i n a l  r e i n f o r c i n g  

b a r s .  T h e  l o w e s t  s e c t i o n  i s  p r o v i d e d  w i t h  a  c u t t i n g  s h o e .  

L a r g e - d i a m e t e r  p i p e  p i l e s  a r e  s u n k  b y  p o w e r f u l  v i b r a t o r s  

w i t h  e c c e n t r i c  w e i g h t s  r o t a t i n g  i n  o p p o s i t e  d i r e c t i o n s .  V i b r a ­

t i o n  w i t h  t h e  h e l p  o f  w a t e r  j e t t i n g  a n d  d r e d g i n g  b y  a i r  

e j e c t o r s  i n s i d e  h a s  p r o v e n  t o  b e  a n  e f f i c i e n t  m e t h o d  o f  s i n k i n g  

t h e  p i p e  p i l e s .

T h e  v i b r o - s i n k i n g  o f  t h e  l a r g e  t h i n - w a l l e d  p i p e  p i l e  

p r e s e n t s  s o m e  p r o b l e m s  t o  b o t h  f o u n d a t i o n  e n g i n e e r s  a n d  

d e s i g n e r s  o f  t h e  v i b r a t o r s .  N o  d a t a  a r e  a v a i l a b l e  f o r  d e t e r ­

m i n i n g  t h e  o p t i m u m  s i z e  o f  t h e  p i l e  t h a t  c a n  b e  s u n k  w i t h  a  

p a r t i c u l a r  t y p e  o f  v i b r a t o r  t o  t h e  d e s i r e d  d e p t h  i n  d i f f e r e n t  

s o i l  s t r a t a .  M e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  v i b r o - s i n k i n g  s t r e s s  i n  t h e  

w a l l  o f  t h e  p i l e  i n  o r d e r  t o  f a c i l i t a t e  t h e  s t r u c t u r a l  d e s i g n  o f  

t h e  p i l e  a n d  c o n t r o l  o f  v i b r a t i o n  d u r i n g  s i n k i n g  h a v e  y e t  t o  

b e  d e v i s e d .  W i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  s o m e  o f  t h e s e  p r o b l e m s  i n  

v i e w ,  C h i n e s e  e n g i n e e r s  a n d  r e s e a r c h  w o r k e r s  h a v e  s e t  u p  

s c h e m e s  f o r  e x p e r i m e n t a l  s t u d y  o f  v i b r a t i o n  m o d e s  a n d  s t r e s s  

i n  t h e  w a l l s  o f  p i l e s  d u r i n g  v i b r o - s i n k i n g .

D u r i n g  t h e  y e a r s  1 9 5 8 - 1 9 6 0  m e a s u r e m e n t  o f  a c c e l e r a t i o n ,  

a v e r a g e  s i n k i n g  v e l o c i t y ,  a n d  s t r e s s  i n  t h e  r e i n f o r c i n g  b a r s  o f  

t h e  w a l l  d u r i n g  v i b r o - s i n k i n g  o f  s e v e r a l  p i p e  p i l e s  h a s  b e e n  

c a r r i e d  o u t .  B o n d e d  w i r e  s t r a i n  g a u g e s  a t t a c h e d  r e s p e c t i v e l y  

t o  t h e  r e i n f o r c i n g  b a r s  i n  p i l e  w a l l s  a n d  t h e  c a n t i l e v e r  b e a m  

o f  a c c e l e r o m e t e r s  w e r e  u s e d  t o  m e a s u r e  s t r e s s  a n d  a c c e l e r a ­

t i o n .  T h e  c a l i b r a t e d  s t r e s s  a n d  a c c e l e r a t i o n  versus  t i m e  

c u r v e s  f r o m  m u l t i c h a n n e l  o s c i l l o g r a p h s  w e r e  r e c o r d e d .  T h e  

a v e r a g e  s i n k i n g  v e l o c i t y  w a s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  p e n e t r a t i o n  

o f  t h e  p i l e  r e c o r d e d  e v e r y  1 5  s e c o n d s  w i t h  a  l e v e l .

T h e  a u t h o r  c o n s i d e r s  t h a t  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  

d e d u c e d  f r o m  t h e s e  d a t a ,  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  t h e  r e s i s t a n c e  

o f  s o i l s  d u r i n g  t h e  v i b r o - s i n k i n g  o f  p i p e  p i l e s  a r e  t h e  m o s t

S O M M A I R E

L ’ a u t e u r  s u g g è r e  u n  m o d è l e  m a t h é m a t i q u e  d e  l a  r é s i s t a n c e  d e s  

s o l s  d a n s  l e  c o u l a g e  p a r  v i b r a t i o n  d e  p i e u x - t u y a u x  d e  g r a n d s  

d i a m è t r e s .  C e  m o d è l e  e s t  b a s é  s u r  d e s  f a i t s  s i g n i f i c a t i f s  t i r é s  d e  

c o u r b e s  m e s u r é e s  d ’ a c c é l é r a t i o n  e t  d e  c o n t r a i n t e  d a n s  u n  m u r -  

é c r a n .  D e s  s o l u t i o n s  a p p r o x i m a t i v e s  p o u r  u n  é t a t  p e r m a n e n t  d e  

m o u v e m e n t  e t  d e  c o n t r a i n t e  s o n t  d é d u i t e s .  O n  d é m o n t r e  d a n s  c e t  

a r t i c l e  c o m m e n t  l e s  é q u a t i o n s  d e  m o u v e m e n t  p e r m a n e n t  e t  d e  

c o n t r a i n t e  d a n s  u n  m u r - é c r a n  p e u v e n t  ê t r e  e m p l o y é e s  p o u r  

c a l c u l e r  l e s  c o n s t a n t e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  l a  r é s i s t a n c e  d e s  s o l s  

d a n s  l e  c o u l a g e  p a r  v i b r a t i o n .

v a l u a b l e ,  s i n c e  o n l y  a f t e r  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  i s  q u a n t i t a ­

t i v e l y  k n o w n  c a n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  p r o b l e m s  m e n t i o n e d  

a b o v e  b e  m a d e  i n  t e r m s  s u f f i c i e n t l y  g e n e r a l  t o  b e  o f  u s e  t o  

f o u n d a t i o n  e n g i n e e r s .  F i r s t  o f  a l l  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e s t a b l i s h  

a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  o n  w h i c h  a  

s e r i o u s  s t u d y  o f  t h e  m e c h a n i c s  o f  v i b r o - s i n k i n g  c a n  b e  b a s e d .  

T h e  a u t h o r  w i l l  f i r s t  s u g g e s t  s u c h  a  m o d e l  b a s e d  o n  t h e  

o v e r - a l l  n a t u r e  o f  m e a s u r e d  c u r v e s  a n d  t h e n  s h o w  h o w  t h e  

c o n s t a n t s  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  v i b r o - s i n k i n g  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  

c a n  b e  c a l c u l a t e d .

R E S I S T A N C E  O F  S O I L S  I N  S T E A D Y  M O T I O N  O F  V I B R O - S I N K I N G  

O F  P I L E S

L e t  G  a n d  M  d e n o t e  s u b m e r g e d  w e i g h t  a n d  m a s s  o f  t h e  

p i l e  w i t h  a t t a c h e d  v i b r a t o r  a n d  P  s i n  a>t t h e  p e r i o d i c  p u l s a t i n g  

f o r c e  o f  t h e  v i b r a t o r .  T h e  m o t i o n  o f  v i b r o - s i n k i n g  o f  t h e  p i l e  

m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  f o r c e d  v i b r a t i o n  w i t h  o n e  d e g r e e  o f  

f r e e d o m  u n d e r  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  o f  G  +  P  s i n  <ot, t h e  

d o w n w a r d  d i r e c t i o n  b e i n g  t a k e n  a s  p o s i t i v e .  S t a r t i n g  f r o m  

r e s t ,  t h e  p r o c e s s  o f  v i b r o - s i n k i n g  w i l l  u n d e r g o  a  s h o r t  p e r i o d  

o f  t r a n s i e n t  s t a t e ,  w h i c h  i n d i c a t e s  v e r y  q u i c k  s i n k i n g  a n d  

s m a l l  s t r e s s  i n  t h e  p i l e  w a l l  a n d  i s  t h e r e f o r e  u n i m p o r t a n t .  

O n l y  s t e a d y  m o t i o n  w i l l  h e n c e f o r t h  b e  s t u d i e d .  T h e  p o s i t i o n  

o f  t h e  e n d  o f  t h e  p i l e  a t  a n y  t i m e  t i s  s p e c i f i e d  b y  i t s  d o w n ­

w a r d  v e r t i c a l  d i s t a n c e  X  a t  a n y  i n s t a n t  a f t e r  t h e  m o t i o n  

b e c o m e s  s t e a d y .  T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  s t e a d y  m o t i o n  

o f  t h e  p i l e  c a n  b e  w r i t t e n  a s

M i d  X /d t ~ )  - ] -  Fj =  i G  . P  s i n  wt,  ( 1 )

w h e r e  F  d e n o t e s  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l .  I n  s t e a d y  m o t i o n  F  

a l s o  b e c o m e s  p e r i o d i c ,  i . e .  F ( t )  — F ( t  +  T ) ,  w h e r e  T =  

2 i r / a >  i s  t h e  p e r i o d  o f  v i b r a t i n g  f o r c e .  T h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  

s o i l  F  m a y  b e  r e a s o n a b l y  r e s o l v e d  i n t o  t h e  u s u a l  t w o  p a r t s —  

t h e  d a m p i n g  o n  t h e  o u t s i d e  s u r f a c e  o f  t h e  p i l e  Fq a n d  t h e  

r e s t o r i n g  f o r c e  a t  t h e  e n d  o f  p i l e ,  o r  e n d  r e s i s t a n c e ,  F r: F  —

+  F r -
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T h e  a u t h o r  a g r e e s  w i t h  B a r k a n  ( 1 9 5 9 )  t h a t  d a m p i n g  i n  

v i b r o - s i n k i n g  c a n  b e  c o n s i d e r e d  v i s c o u s ,  i . e .  F q  i s  p r o p o r ­

t i o n a l  t o  v e l o c i t y  d X /d t .  I f  t h e  d e p t h  o f  s i n k i n g  i n  o n e  s t a g e  

o f  s t e a d y  m o t i o n  i s  n o t  g r e a t ,  t h e  a v e r a g e  l e n g t h  L 0  o f  t h e  

p i l e  e m b e d d e d  i n  t h e  s o i l  s t r a t a  m a y  b e  t a k e n  a s  c o n s t a n t .  I f  

D  d e n o t e s  t h e  o u t s i d e  d i a m e t e r  o f  t h e  p i l e  a n d  q  t h e  d a m p i n g  

f a c t o r  p e r  u n i t  s u r f a c e ,  w e  h a v e

Fq =  TrDL0q ( d X / d t ) . ( 2 )

T h e  e n d  r e s i s t a n c e  i s  a  r a t h e r  c o m p l i c a t e d  t h i n g ,  f o r  w h i c h  

a  s i m p l i f y i n g  m a t h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  i s  n e c e s s a r y .  A s  

t h e  d i s t i n g u i s h i n g  f e a t u r e  o f  v i b r o - s i n k i n g  i s  t h e  c o m b i n a t i o n  

o f  a  l i n e a r  m o t i o n  w i t h  a  p e r i o d i c  o n e ,  i t  i s  a s s u m e d  h e r e  

t h a t  o n l y  t h e  l a t t e r  d e t e r m i n e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  F r . L e t  X '  

d e n o t e  t h e  v e r t i c a l  d o w n w a r d  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  p i l e  f r o m  

t h e  p o s i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v i b r a t o r y  

p a r t  o f  m o t i o n ,  F r =  F r(X ') .  T h e  s i m p l e s t  f o r m  o f  F T{X')  

t h a t  c a n  b e  a d a p t e d  t o  r e p r e s e n t  m e a s u r e d  d a t a  o f  m o t i o n  

a n d  s t r e s s  i n  t h e  p i l e  w a l l  i s  a  p i e c e w i s e  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  

X'.  L e t  k  b e  t h e  e n d  r e s i s t a n c e  f a c t o r  p e r  u n i t  c i r c u m f e r e n t i a l  

l e n g t h  o f  c u t t i n g  s h o e ,  t h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t a t i o n  o f  e n d  

r e s i s t a n c e  i s  s u g g e s t e d :

f ( 3 )

tp w r i t t e n  i n  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  o f  t h e  v i b r a t o r ,  t h e  e q u a t i o n  

o f  m o t i o n  ( 4 )  b e c o m e s

X +  fix +  / r ( x ' )  =  7  +  s i n  ( r  +  < p ) .  ( 5 )

W h e n  t h e  m o t i o n  i s  p u r e l y  v i b r a t o r y ,  o r  a v e r a g e  s i n k i n g  

v e l o c i t y  v  =  0 ,  t h e  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n  s h o u l d  b e

x  =  w  +  a  s i n  r

w h e r e  w  i s  t h e  a v e r a g e  d i s p l a c e m e n t  w h i c h  r e m a i n s  t h e  s a m e  

i n  e v e r y  c y c l e  o f  m o t i o n .  I n  s t e a d y  v i b r o - s i n k i n g  w i t h  a n  

a v e r a g e  s i n k i n g  v e l o c i t y  v ,  w  w i l l  b e  t h e  i n c r e m e n t a l  a v e r a g e  

d i s p l a c e m e n t  f o r  e a c h  c y c l e ,  o r  w i t h

- f2tt J 0

t h e  s o l u t i o n  f o r  v  ^  0  w i l l  b e

^  x (t  )d r  =  f - ,
¿TT J  o

x  =  v t  +  a  s i n  t . ( 6 )

F t ( X ’) =  i r D k X ’ w h e n  X '  >  0

o r  - X ' o  <  X '  <  0 ,  d X ’/ d t  <  0 ;

F r( X ' )  =  0  w h e n  X ’ <  - X ' B, d X ’/ d t  <  0

o r  X ’ <  0 ,  d X ' / d t  >  0 .

T h e  f o r m  o f  e n d  r e s i s t a n c e  ( E q  3 )  i s  e s t a b l i s h e d  t o  

a c c o u n t  f o r  a  v e r y  s i g n i f i c a n t  f a c t  a b o u t  t h e  m e a s u r e d  s t r e s s  

o f  t h e  p i l e  w a l l .  A l l  f i e l d  d a t a  i n d i c a t e  t h a t  t h e  t e n s i l e  s t r e s s  

i n  a  s e c t i o n  o f  p i l e  w a l l  a  l i t t l e  a b o v e  t h e  s h o e  i s  c o n s i d e r a b l e ,  

w h i c h  i s  p o s s i b l e  o n l y  i n  t h e  c a s e  o f  a  f a i r l y  l a r g e  n e g a t i v e  

r e s t o r i n g  f o r c e ,  o r  p u l l ,  o n  t h e  e n d  o f  p i l e  w h e n  i t  r i s e s  f r o m  

t h e  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n .  T h i s  n e g a t i v e  e n d  r e s i s t a n c e  s h o u l d  

b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  h i g h l y  c o n c e n t r a t e d  d a m p i n g  f o r c e  i n  

t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  c u t t i n g  s h o e  a n d  t h e  p o s s i b l e  

p r e s e n c e  o f  a n  “ e a r t h  p l u g ”  a t  t h e  e n d  o f  t h e  p i l e .  I n  f a c t ,  

E q s  2  a n d  3  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  a s  e q u i v a l e n t  d a m p i n g  

a n d  e q u i v a l e n t  e n d  r e s i s t a n c e  o n l y ,  a s  t h e  f o r m e r  a c t u a l l y  

i n c l u d e s  a  p a r t  o f  t h e  l a t t e r  i n  l i n e a r  m o t i o n  w h i l e  t h e  

l a t t e r  i n c l u d e s  a  p a r t  o f  t h e  f o r m e r  i n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  

o f  t h e  c u t t i n g  s h o e .

S u b s t i t u t e  F q  a n d  F r f r o m  E q s  2  a n d  3  i n t o  E q  1  a n d  

i n t r o d u c e  t h e  f o l l o w i n g  d i m e n s i o n l e s s  q u a n t i t i e s ,

T  =  wt, x  =  7 (u Z/ g ) X ,  x '  =  y(u}2/ g ) X ' ,  7  =  G / F ,

¡j. =  ( t tD L o/ M w )q , X  =  ( i rD / Mo)~)k, 

w e  h a v e  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n :

x  +  fix +  f r ( x ’ ) =  7  +  s i n  T, ( 4 )

w h e r e  t h e  d o t  d e n o t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  r .

A P P R O X I M A T E  S O L U T I O N  O F  S T E A D Y  M O T I O N

J u d g i n g  f r o m  t h e  m e a s u r e d  c u r v e s  o f  a c c e l e r a t i o n ,  i n  t h e  

s t e a d y  m o t i o n  o f  v i b r o - s i n k i n g ,  b e s i d e s  t h e  f u n d a m e n t a l  

h a r m o n i c  w i t h  t h e  s a m e  f r e q u e n c y  a s  t h e  v i b r a t o r ,  h a r m o n i c s  

o f  h i g h e r  o r d e r s  d o  o c c u r ,  a s  t h e  n o n - l i n e a r  e n d  r e s i s t a n c e  

a s s u m e d  a b o v e  s h o u l d  p r e d i c t .  H o w e v e r ,  i n  m o s t  c a s e s  o n l y  

h a r m o n i c s  o f  v e r y  h i g h  o r d e r s  w i t h  s m a l l  a m p l i t u d e s  a p p e a r .  

T o  s e e k  a n  a p p r o x i m a t e  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n ,  w e  s h a l l  c o n ­

s i d e r  o n l y  t h e  f u n d a m e n t a l  h a r m o n i c .  W i t h  t h e  p h a s e  a n g l e

E q  6  i s  t h e  s o l u t i o n  t h a t  w i l l  b e  d e a l t  w i t h  h e r e .  I t  m a y  b e  

m e n t i o n e d  i n  p a s s i n g  t h a t  t h e  s o l u t i o n  w i t h  a n  a v e r a g e  

a c c e l e r a t i o n  b w i l l  b e  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :

x  =  \ b r 2 +  a s i n  r .

F r o m  E q  2 ,  t h e  e n d  r e s i s t a n c e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  

p e r i o d i c  m o t i o n ,  w h i c h  f r o m  E q  6  i s  x' =  a  s i n  r .  L e t  

U ( t  — r 0 )  d e n o t e  t h e  s t e p  f u n c t i o n ,  i . e .  U ( t  —  t 0 )  = 0  w h e n  

r  <  t 0 , U ( t  t 0 )  =  1 w h e n  r  >  r 0 , t h e  e n d  r e s i s t a n c e  c a n  

n o w  b e  w r i t t e n  a s

f r ( x ’) = X f l  s i n  t [U ( t ) — U ( t  — ro)].
T h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  E q  6  a n d  e n d  r e s i s t a n c e  a r e  

s h o w n  i n  F i g .  1 .

S u b s t i t u t i n g  x, x  f r o m  E q  6  a n d  f i x ' )  i n t o  E q  5 ,  w e  h a v e

[ i ? ]  =  7  —  ixv +  (a c o s  <p) s i n  t  

— iiM — s i n  cp)  c o s  t / r ( x ' )  =  0 .
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W e  s h a l l  u s e  t h e  R i t z - G a l e r k i n  m e t h o d  ( C u n n i n g h a m ,  1 9 5 8 )  

t o  d e r i v e  e q u a t i o n s  f o r  s o l v i n g  t h e  u n k n o w n s .  M u l t i p l y i n g  

[ i ? ]  s u c c e s s i v e l y  b y  t h r e e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s  1 ,  s i n  r ,  a n d  

c o s  r  a n d  i n t e g r a t i n g  f o r  o n e  c o m p l e t e  c y c l e ,  w e  g e t  t h r e e  

e q u a t i o n s  a s  f o l l o w s :

2 -7t ( 7  —  ¡iv) — \ n (  1 —  c o s  t o )  =  0 ,

4 t t  ( a  +  c o s  (p) — A r t  ( 2 r 0 —  s i n  2 r 0 )  =  0 ,  ^  ( 7 )

(fia — s i n  ip) +  X « ( l  —  c o s  2 t 0 )  =  0 .  J

F o r  o u r  p u r p o s e  E q  7  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  s y s t e m  o f  

t h r e e  e q u a t i o n s  w i t h  t h r e e  u n k n o w n s  fi, \ ,  a n d  t 0 . I f  t h e r e  

a r e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  v, a, a n d  cp, E q  7  c a n  b e  s o l v e d  t o  g i v e  

t h r e e  c o n s t a n t s  ( d i m e n s i o n l e s s )  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  r e s i s t a n c e  

o f  s o i l s  a t  t h a t  p a r t i c u l a r  d e p t h  o f  p e n e t r a t i o n .  I n  t h e  

m e a s u r e m e n t s  m e n t i o n e d  b e f o r e ,  v  a n d  a  ( w h i c h  c a n  b e  

c o m p u t e d  f r o m  a c c e l e r a t i o n )  w e r e  m e a s u r e d ,  b u t  a  r e a s o n ­

a b l y  a c c u r a t e  v a l u e  o f  ¡p c o u l d  n o t  b e  a s s e s s e d  f r o m  t h e  d a t a  

a t  h a n d .  A s  t h e  s t r e s s  i n  t h e  r e i n f o r c i n g  b a r s  o f  t h e  p i l e  w a l l  

h a d  b e e n  m e a s u r e d  f a i r l y  c o m p l e t e l y ,  t h e  a d d i t i o n a l  e q u a ­

t i o n s  r e q u i r e d  c a n  b e  o b t a i n e d  a s  d e s c r i b e d  b e l o w .

STRESS IN  REINFORC ING BARS OF P IL E  WALL

F i g .  2  s h o w s  t h e  v i b r o - s i n k i n g  p i l e  a n d  t h e  f o r c e s  a c t i n g  

o n  a  s e c t i o n  dZ  i n  l e n g t h .  T h e  d i s t a n c e  o f  a n y  c r o s s - s e c t i o n  

o f  t h e  p i l e  f r o m  i t s  e n d  i s  d e s i g n a t e d  b y  Z .  T h e  t o t a l  d i s p l a c e ­

m e n t  ¿¡(Z,t),  p o s i t i v e  u p w a r d ,  i s  c o m p o s e d  o f  t w o  p a r t s ,  i . e . ,

P s i n M + J ® )

R E S U L T A N T  O F  I N T E R N A L  

E L A S T I C  F O R C E  E F ^ - % - d z

W E I G H T  pq  F d z

9

=rdz

7  L °

Z

d z

_ L

I N E R T I A  F O R C E  p F  d  Z
O l ‘

F r ( X ' )

f i g .  2 .  F o r c e s  o n  p i l e  d u r i n g  v i b r o - s i n k i n g .

t h a t  o f  r i g i d  b o d y  m o t i o n  X ( t )  a n d  t h a t  d u e  t o  e l a s t i c  d e ­

f o r m a t i o n  W ( Z , t ) :

Z ( Z , t )  =  W ( Z ,  t)  - X ( l ) .

L e t  F =  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  p i l e  w a l l ,  p =  d e n s i t y  o f  

t h e  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e ,  E  =  m o d u l u s  o f  e l a s t i c i t y  o f  r e i n ­

f o r c e d  c o n c r e t e  a n d  c2 — E /p .  W r i t i n g  d o w n  t h e  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  a  s e c t i o n  dZ  h i g h ,  w e  h a v e :

.2 d2W  „  , v D q d X

T o  e v e r y  t e r m  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  c a r r y  o u t  d/BZ,  w e  g e t  

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  s t r a i n  e  ( e  =  d tV /d Z )  a s  f o l l o w s :

2 d 2e d 2e i r D q  d X  d

c ‘  I f  - 1 ?  +  “i f  i z [u{z) -  u{z -  L °)] = °-

2  =  ( o i / c ) Z ,  I =  ( a >/c)L, U =  ( w /c ) L o , 

t h e  e q u a t i o n  b e c o m e s

-  U (z  -  Z 0 ) ]  =  0 ,

w h e r e  t h e  p r i m e  d e n o t e s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  

t o  z.  L e t  p  =  P /E F ,  t h e n  nDqP/pcoi-FM  =  (¡j./! ,,)p.  A l s o  

( d / d z ) U ( z )  =  0  a n d  ( d / d z ) U ( z  — l0 )  =  8 ( z  —  / 0 ) ,  w h e r e  

S  i s  t h e  i m p u l s e  f u n c t i o n ,  S ( z  — l0) =  0  w h e n  z  7 ^  ¡0,

Introduce the fo llow ing  dim ensionless quantities,

r 5  ( z  —  l 0)d z  =  1

w h e n  z  =  / 0  t h e  e q u a t i o n  o f  s t r a i n  w o u l d  b e  i n  s i m p l e r  f o r m .  

A s  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  d o  n o t  a f f e c t  t h e  s t e a d y - s t a t e  s t r a i n  v e r y  

m u c h ,  w e  a s s u m e  e(z,  0 )  =  0 ,  ¿ ( z , 0 )  =  0 .  T h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  d o w n  i m m e d i a t e l y .  F i n a l l y ,  w e  

h a v e  t h e  e q u a t i o n  o f  s t r a i n  o f  t h e  p i l e  w a l l :

t " ( z , t ) —  t ( z ,  t )  =  ( p /1 0)Px (t )5 (z  —  Z 0 ) ;

e ( z ,  0 )  =  0 ,  ¿ ( z ,  0 )  =  0 ;

« ( ¿ >  t ) =  p  s i n ( r  +  tp), 

t ( 0 ,  r )  =  —  p \ a  s i n  t [ U ( r )  — U ( t  — t 0 ) ] .

( 8 )

E q  8  c a n  b e  e x p e d i e n t l y  s o l v e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  l i n e a r  

s y s t e m  a n a l y s i s  ( P f e i f f e r ,  1 9 6 1 ) .  F o r  t h a t  p u r p o s e  w e  s h a l l  

f i r s t  f i n d  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e  o f  e  b y  s o l v i n g  t h e  f o l l o w i n g  

e q u a t i o n ,  i . e . ,  w i t h  i n p u t s  w i t h i n  a n d  o n  t h e  b o u n d a r i e s  i n  

E q  8  a l l  r e p l a c e d  b y  i m p u l s e  f u n c t i o n  S ( r ) ,

e" ( z > r )  —  t ( z ,  t )  =  S ( t ) S ( z  —  l 0 ) ;

e(z,  0 )  =  V, f (z ,  0 )  =  0 ;

e ( Z ,  r )  =  ô ( t ) ,  e ( 0 ,  r )  =  S ( t ) .

(9)

C h a n g i n g  t h e  v a r i a b l e  r  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  t o  s  t h r o u g h  

L a p l a c e  t r a n s f o r m ,  w e  g e t  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

f o r  t h e  t r a n s f o r m e d  s t r a i n  1,

« " ( * )  -  s 2 e- ( z )  =  8(z  -  Z 0 ) ;  

e- ( Z )  =  1 ,  i ( 0 )  =  1 .
( 1 0 )

T h e  s o l u t i o n  o f  E q  1 0  g i v e s  u s  t h e  t r a n s f e r  o r  s y s t e m  f u n c t i o n  

H ( s ) ,  w h i c h  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  s u m  o f  t h r e e  t e r m s ,

H ( s )  =  H p (s) + H , ( s ) + H r(s),

H p(s) =  s i n h  s z / s i n h  si;

H q (s ) =
/  —  s i n h  sz  s i n h  s ( l  — h ) / s  s i n h  sl, z  <  l 0;

1  —  s i n h  s ( l  — z )  s i n h  s l0/ s  s i n h  sl, z  >  Z 0 ;

H r(s) =  s i n h  s ( Z  —  z ) / s i n h  sl.

F r o m  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  t h e  s t e a d y - s t a t e  r e s p o n s e  o f  

s t r a i n  o f  t h e  p i l e  w a l l  t o  c o n s t a n t  a n d  s i n u s o i d a l  e x c i t a t i o n s ,

i . e . ,  s t r a i n s  c a u s e d  b y  d a m p i n g  o n  t h e  o u t s i d e  s u r f a c e  a n d  

d i s t u r b i n g  f o r c e s  o f  v i b r a t o r  a n d  e n d  r e s i s t a n c e  o n  t h e  u p p e r  

a n d  l o w e r  b o u n d a r i e s  o f  t h e  p i l e ,  c a n  b e  e a s i l y  e v a l u a t e d
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f r o m  H ( O )  a n d  H ( i ) ,  i -  =  —  1 .  R e p l a c e  s i n e  b y  i t s  a r g u m e n t  

a p p r o x i m a t e l y ,  w e  h a v e

H p (i)  =  Z / L ;

j j  ( n \  —  i j  _  /  —  Z ( 1  —  h / l ) ,  2  <  h \

H r(o) =  H r( i ) =  1  -  Z / L .

L e t  f v(T )  d e n o t e  t h e  e n d  r e s i s t a n c e  e x p a n d e d  i n t o  a  F o u r i e r  

s e r i e s  o f  o n e  t e r m ,  w e  h a v e  f i n a l l y  t h e  s t e a d y - s t a t e  s t r a i n

e  =  p [ Z / L  s i n  r  —  t}i ì x ( \  — Z 2/ L ) f r(T ) ] ,

=  U l / L o  -  \ / L ) Z - , Z  < L 0 

v  1 1  -  Z / L ,  Z  >  L 0.

( 1 1 )

L e t  < t s  =  s t e a d y - s t a t e  s t r e s s  o f  r e i n f o r c i n g  b a r s  o f  t h e  p i l e  

w a l l  a n d  C  =  t r a n s f o r m e d  a r e a  o f  t h e  p i l e  w a l l ,  a s  e /p  =  

eE F /P  =  tTsC / P  =  o - s / f s ,  w h e r e  p a =  P /C ,  E q  1 1  c a n  b e  

c h a n g e d  i n t o  t h a t  f o r  <rs,

a a =  p s[ ( Z / L )  s i n  T — rifix — ( 1  -  Z / L ) f r( f ) ] ,  ( 1 2 )  

w i t h  77 a s  i n  E q  1 1 .  S u b s t i t u t e  i n  x  a n d  f t ( T ) ,

Vs =  p s (  — A k +  A s s i n  r  +  A c c o s  r )

=  p s[ — A k +  s / ( A l  -\- A c~) s i n ( r  +  i / ' ) ] ,

w h e r e

A k =  -row +  ( X a / 2 7 r ) ( l  —  c o s  T 0 ) ( 1  —  Z / L ) ,

v 4 s  =  ( Z / L )  c o s  <p ( X a / i i r )  (2 t 0 — s i n  2 r 0 )

X  ( 1  -  Z / L ) ,  > ( 1 3 )

—  P s ( \ /  ( ^ s  +  A ^ )  ±  ^ 4 k ) i

<7+

t a n  xp =  A c/ A s

C A L C U L A T I O N  O F  C O N S T A N T S  C H A R A C T E R I Z I N G  R E S I S T A N C E  O F  

S O I L S  I N  V I B R O - S 1 N K I N G  O F  P I L E

I f  s t r e s s e s  i n  t h e  r e i n f o r c i n g  b a r s  a t  a n y  c r o s s - s e c t i o n  o f  

t h e  p i l e  a r e  m e a s u r e d ,  E q  1 4 ,  i n  a d d i t i o n  t o  E q  7 ,  c a n  b e  

u s e d  i n  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o n s t a n t s  ¡i, X ,  a n d  

t 0 . F o r  t h a t  p u r p o s e  i t  i s  b e t t e r  t o  u s e  t h e  d i f f e r e n c e  a n d  s u m  

o f  t r _  a n d  

2ps, w e  h a v e ,

a  =  A k a n d  / 3 2 =  A s2 +  A 2. ( 1 5 )

S u b s t i t u t i n g

( A a / 2 7 r ) ( l  —  c o s  t o )  =  y  — fiv, 

( X a / 4 i r ) ( 2 T 0 —  s i n  2 t 0 )  =  a  +  c o s  <p,

A c =  ( Z / L )  s i n  <p — rj-n -a  —  ( X a / 4 i r )

X  ( 1  -  c o s  2 r 0 )  ( 1  -  Z / L ) .

L e t  t r _  a n d  o - +  d e n o t e  t h e  m a g n i t u d e s  o f  m a x i m u m  c o m p r e s ­

s i v e  a n d  t e n s i l e  s t r e s s e s  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  f u n d a m e n t a l  h a r ­

m o n i c  o f  s t r e s s  w a v e  i n  t h e  r e i n f o r c i n g  b a r s  c a n  b e  o b t a i n e d  

c o m p l e t e l y  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :

( 1 4 )

+  .  L e t  a =  ( c t - _  —  cr+ ) / 2 p s, ß  =  ( < r _  +  <r+ ) /

( X a / 4 i r ) ( l  —  c o s  2 t o )  =  s i n  <p— ¡m  

f r o m  E q  7  i n t o  E q s  f o r  A k ,  A s ,  a n d  A c  w e  o b t a i n :

A k =  -qixv +  (y  —  fiv) ■ ( 1  —  Z / L ) ,

A s =  c o s  <p[2 (Z /L )  -  1 ]  -  « ( 1  -  Z / L ) ,  ( 1 6 )

A c =  s i n  < p[2(Z /L )  -  1 ]  +  fia[  1  -  ( Z / L )  -  i ? ] .  ,

E q  1 5  t o g e t h e r  w i t h  E q  1 6  f u r n i s h e s  t w o  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  

f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  s o i l  c o n s t a n t s .

F r o m  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o n s t a n t s  ¡i a n d  X  t h e  d a m p i n g  

a n d  e n d  r e s i s t a n c e  f a c t o r s  c a n  b e  e a s i l y  c a l c u l a t e d .  I t  i s  

a p p r o p r i a t e  t o  u s e

v =  s i n  t o  =  x 'o /a  =  X ' o / A

a s  t h e  t h i r d  c o n s t a n t  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  i n  

t h e  v i b r o - s i n k i n g  o f  p i l e s ,  v c a n  b e  d e f i n e d  a s  t h e  p e r c e n t a g e  

o f  r i s e  w i t h  t e n s i l e  r e s t o r i n g  f o r c e  a c t i n g .  A  t y p i c a l  s e t  o f  

c o n s t a n t s  f o r  d e e p  v i b r o - s i n k i n g  i n  s a n d  s t r a t a  i s

g  =  3  t o n - s e c / c u . m . ,  k  =  1  t o n / s q . c m . ,  v =  1 7  p e r c e n t .

C O N C L U S I O N

A  r e a s o n a b l e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  

i n  v i b r o - s i n k i n g  o f  l a r g e - d i a m e t e r  p i p e  p i l e s  c a n  b e  s e t  u p  b y  

a s s u m i n g  v i s c o u s  d a m p i n g  a n d  p i e c e w i s e  l i n e a r  e n d  r e s i s t a n c e  

w i t h  h y s t e r e s i s  l o o p .  T h e  p r e s e n c e  o f  s u p e r h a r m o n i c s  o f  

h i g h e r  o r d e r s  a n d  f a i r l y  l a r g e  t e n s i l e  s t r e s s e s  i n  r e i n f o r c i n g  

b a r s  o f  p i l e  w a l l s  a t  c r o s s - s e c t i o n s  a  l i t t l e  a b o v e  t h e  c u t t i n g  

s h o e  o f  t h e  p i l e  i n  m e a s u r e d  a c c e l e r a t i o n  a n d  s t r e s s  c u r v e s  

t e s t i f y  t o  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  s u c h  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

r e s i s t a n c e  o f  s o i l s .

T h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  f o r  s t e a d y - s t a t e  m o t i o n  o f  v i b r o -  

s i n k i n g  g i v e s  a  s y s t e m  o f  t h r e e  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  t h r e e  

v i b r a t i o n  p a r a m e t e r s  a n d  t h r e e  s o i l  c o n s t a n t s .  I f  t h e  a v e r a g e  

s i n k i n g  v e l o c i t y  V,  a m p l i t u d e  o f  v i b r a t o r y  d i s p l a c e m e n t  A  

o r  a c c e l e r a t i o n  B,  a n d  p h a s e  a n g l e  <p a r e  m e a s u r e d  i n  a  s t a g e  

o f  s t e a d y  v i b r o - s i n k i n g ,  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  c a n  b e  s o l v e d  

t o  g i v e  t h r e e  s o i l  c o n s t a n t s .  I f  o n e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i s  n o t  

m e a s u r e d  o r  i s  n o t  a v a i l a b l e  f o r  c a l c u l a t i o n ,  a d d i t i o n a l  

e q u a t i o n s  o f  s t r e s s e s  i n  r e i n f o r c i n g  b a r s  a t  a  c r o s s - s e c t i o n  o f  

t h e  p i l e  w a l l  m u s t  b e  u s e d .

W i t h  r e s i s t a n c e  o f  s o i l  a s  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  o n  t h e  p i l e ,  

t h e  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n  f o r  s t r e s s  w a v e s  i n  r e i n f o r c i n g  b a r s  

c a n  b e  f o u n d  w i t h o u t  m u c h  d i f f i c u l t y .

U s i n g  o b s e r v e d  f i e l d  d a t a ,  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  c o n s t a n t s  

c h a r a c t e r i z i n g  t h e  r e s i s t a n c e  o f  s o i l s  c a n  b e  r e a d i l y  c o m ­

p u t e d .  W h e n  s o i l  c o n s t a n t s  f o r  d i f f e r e n t  s o i l  s t r a t a  a r e  

a v a i l a b l e ,  i t  i s  a n t i c i p a t e d  t h a t  a n  a n a l y t i c a l  a n d  m o r e  

r e a s o n a b l e  a p p r o a c h  t o  t h e  d e s i g n  o f  f o u n d a t i o n s  o n  l a r g e -  

d i a m e t e r  p i p e  p i l e s  a n d  t h e  v i b r a t o r s  w i l l  t h e n  b e  p o s s i b l e .
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