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Étude mécanique d’un milieu pulvérulent formé de sphères 
égales de compacité maxima

Mechanical study o f a closely packed assembly of spheres with identical elastic properties 

p a r  P. D a n t u , Ingénieur en C hef des P on ts et Chaussées, L ab o ra to ire  C en tra l des P on ts et Chaussées, 58, boule-
vard  Lefèbvre, P aris (15e)

Sommaire

On détermine, pour un champ de contraintes statistiques 
la valeur des réactions entre les sphères. On en déduit, en appli­
quant les formules de Hertz :

(a) la relation entre les contraintes statistiques et les défor­
mations.

(b) La valeur des contraintes maxima dans les grains.
On étudie d ’autre part, les conditions de l’équilibre limite (déter­

mination de tg <p en fonction de tg <|>, coefficient de frottem ent des 
grains les uns par rapport aux autres).

Pour des valeurs élevées du coefficient de frottement, l’état

limite correspond à des valeurs négatives de —. D ans ce cas, les

cercles de M ohr correspondant à la rupture n’ont pas d’enveloppe.
Les résultats théoriques concernant les déformations sont 

comparés avec des résultats expérimentaux obtenus par mesures 
extensométriques directes sur des sables formés de billes de verre 
égales (à 10 pour cent près), ou inégales, et sur des sables de verre 
concassé.

Summary

The value of reaction between adjacent spheres is determined 
for a statistical stress field. The author makes the following infe­
rences, with the aid of H ertz’s formulae : a relationship between 
strains and statistical stresses ; and the maximum value of stress 
within the particles.

He also investigates the conditions of limiting equilibrium and 
the coefficient of friction between the particles. For high values 
of this coefficient, the limiting condition corresponds to negative

values of the ratio —. In that case, M ohr’s circles corresponding

to failure have no envelope.
The author compares theoretical calculations of strain with 

test results on sands composed of glass spheres of equal or 
unequal sizes, and upon sands consisting of crushed glass.

I. But de l ’étude

O n ne possède, sur le problèm e de la re la tion  en tre  les 
con train tes et les déform ations dans les sables, que des données 
em piriques. Il p ara ît très difficile, sinon im possible, d ’aborder 
théoriquem ent la question  dans toute sa généralité. Le p ro ­
blèm e dépend en  effet n o n  seulem ent de la granulom étrie, de 
la com pacité et des coefficients E  et v de la  m atière des grains, 
m ais aussi de la forme de ceux-ci. Il est évident en effet que la 
déform ation  dépend su rtou t des conditions de con tac t, et 
que celles-ci son t déterm inées, pou r chaque contac t, p a r les 
courbures des surfaces des 2 corps.

U n problèm e lim inaire se pose, qui est celui de la définition 
géométrique d ’u n  m ilieu pulvérulent, c’est-à-dire d ’un  grand 
nom bre de solides assemblés. L a granulom étrie et la com pacité 
sont des élém ents statistiques qui se son t tou t de suite im posés, 
car faciles à  concevoir et à  m esurer, m ais ils son t très loin de 
suffire à donner une connaissance de la géom étrie de l’agrégat. 
Il faudrait trouver d ’autres élém ents statistiques, concernan t 
notam m ent les con tac ts et les courbures, po u r pénétrer plus 
loin dans la géom étrie, et par conséquent dans la m écanique 
de ces milieux.

N ous nous som m es sim plem ent proposé ici d ’aborder le 
problèm e dans un  cas particulièrem ent sim ple : celui de 
grains sphériques égaux assemblés avec la densité m axim a. 
La régularité de l’agrégat perm et facilem ent de calculer les 
réactions en tre  les grains, pour des contrain tes statistiques 
données ; et l’application  des form ules de H ertz  perm et ensuite, 
connaissant les réactions, de calculer les déform ations.

La com paraison  avec l’expérience a  été faite dans le cas

d ’une pression hydrosta tique , p o u r un  sable form é de billes 
de verre approxim ativem ent égales.

D ’au tre  part, nous avons déterm iné théoriquem ent le tg <p 
en fonction  du coefficient de fro ttem ent tg ^  des sphères entre 
elles.

II. Structure de l’agrégat

O n constate  expérim entalem ent, et on a dém ontré théori­
quem ent to u t récem m ent que l’assem blage hexagonal de 
sphères égales (dit en “ tas de boulets ” ) correspond au m axi­
m um  de com pacité. Il n ’est possible de concevoir des assem ­
blages plus denses que localem ent, soit au to u r d ’un point, 
soit au to u r d ’une droite *.

D onnons quelques indications sur la géom étrie du “ tas 
de boulets ” , indications que nous utiliserons dans les chapitres 
su ivants pou r l’étude m écanique de l’agrégat.

L a position  de chaque sphère par rap p o rt aux  sphères 
voisines est la même pou r toutes les sphères et se définit 
ainsi :

C haque sphère est tangente à 12 sphères, et les points de 
con tac t son t les som m ets d ’un  polyèdre form é de 8 triangles 
équ ila téraux  et 6 carrés, soit 24 arêtes de longueur R.

Soient 1, 2..., 6 les vecteurs no rm aux  unitaires aux 
po in ts de con tac t indiqués sur la F ig. 1. Les vecteurs uni-

* A. H. Boer di j k,  Philips Research reports 7,  pp. 303- 313,  août 1952
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Fig. 1 Vecteurs unitaires norm aux aux 12 points de contact. 
Normal unit vectors at the 12 tangent points.

La distance d ’une couche p lane carrée à la su ivante est 

R -\/ 2 (hau teu r du dem i-octaèdre régulier de côté 2 R).

Densité volumétrique. 
mules suivantes :

O n trouve très facilem ent les for-

1° N om bre  de sphères contenues dans un  volum e unité 
(en supposan t les sphères petites p a r rap p o rt à ce volum e) :

N  =
V 2 

8 R 3

2° D ensité  volum étrique (rap p o rt du volum e des sphères 
au volum e to tal de l’agrégat :

4 „ 7t a /  2 
C = N  x  - i ü 3 =  — —  =  0-74 

3 6

taires aux  6 au tres po in ts de con tac t son t év idem m ent — 1,

—  2, ... Ces 6 directions son t celles des arêtes d ’un  té traèdre 
régulier et leurs cosinus directeurs, avec les axes de la figure, 
son t les su ivan ts :
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R (hau teu r du tétraèdre régulier de côté 2 R).

Couches planes carrées. 
qui son t les suivants :

3 plans d ’assemblages carrés,

2 4.

N ous aurons donc 6 d irections de files de grains et ces 
directions se répartissen t en couches planes de la m anière 
su ivante :

Couches planes hexagonales. —  4 plans d ’assemblages hexa­

gonaux, les p lans 1 2 3 , 3 4 5 , 2 5 6 , 4 6 1 .
L a distance d ’une couche plane hexagonale à la su ivante est

• \ /  6

ni .  Calcul des réactions entre les grains

C onsidérons un  assem blage indéfini de sphères égales 
rap p o rté  aux  m êm es taxes que précédem m ent. Supposons 
l’agrégat soum is à l’infini aux  contrain tes ax a„ o z i xy i vz t zx.

N ous calculerons d ’abo rd  les réactions en tre  les grains 
dans l’hypothèse où il n'y a pas de frottement. E nsuite, nous 
exam inerons le cas avec frottement dans le chapitre concernant 
l ’équilibre limite.

E n raison  de la régularité  de structure de l’agrégat nous 
pouvons supposer que les réactions sont les mêmes pour tous 
les grains. P ou r chaque grain, les réactions son t égales deux à 
deux. N ous avons done, dans le cas où il n ’y a  pas de fro tte­
m ent, 6 inconnues F1 F2 F 3 ...........  F6, co rrespondant à la
valeur des réactions dans les 6 directions des files de grains.

N ous avons vu plus h au t que 6 directions co rrespondaien t 
aux  arêtes du té traèdre régulier et nous en avons donné les 
cosinus directeurs.

C alculons les 6 inconnues Fr F2 ...........  F6 en fonction  des
6 com posantes du tenseur des con train tes statistiques ax a „ .....
-zzx. P ou r cela considérons des sections de l’agrégat parallèles 
aux  p lans de coordonnées. La Fig. 2 m ontre  l’aspect de ces 
sections. O n a  représenté seulem ent 3 couches horizontales 
successives de sphères, car le reste de l’agrégat se déduit de 
ces 3 couches p a r  une tran sla tion  verticale.

L a situation  des sections par rap p o rt aux  plans réticulaires 
des centres est indifférente p o u r n o tre  calcul. N ous reviendrons 
sur ce po in t à la fin du chapitre.

Il est facile d ’évaluer la résu ltan te  des con train tes dans un 
cercle quelconque de l’une de ces sections. C onsidérons p a r 
exem ple le cercle C  dans la section parallèle aux  y z .  Si l’on 
se reporte  au  croquis en p lan  qui donne la situation  des con ­
tacts, on voit que la partie de la sphère située en arrière  du 
cercle C  (vers les x  positifs) est soum ise aux  réactions Flt F2, 
F 3, F4, Fe. A vec les no ta tions données plus h au t concernant 
les vecteurs unita ires no rm aux  on voit que la résu ltan te  des 
con train tes s’exerçan t sur le cercle C est égale à :

-  Fj-1 +  F2 2 +  F3 3 -  J y 4  +  J y 6

P ar un  raisonnem ent analogue po u r les autres sections, 
on trouve :

Section 
parallèle 
aux x z

Cercles de la couche 
supérieure

Cercles de la couche 
intermédiaire

Cercles de la couche 
inférieure

+  Fb ■ 5 -  F6 • 6

-  F, ■ 2 + F, -3

-  F2- 2 +  F3 -3 + F5 - 5
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------------- =  ----- C ’est donc le tiers, s o i t ---------- 5 p o u r les
a / 6" 8 R 24 R 2

4 R 2——
3

sphères de chacune des couches.

E n  faisant un  calcul analogue p o u r les 2 autres sections
e t en égalisant les com posantes axay .....  ~zx des contrain tes
sur ces 3 sections un ité  avec la som m e des contrain tes dans 
les cercles, p o u r une surface unité, on  ab ou tit aux  form ules 
suivantes, où les a [3y  son t les cosinus directeurs des vecteurs 
unitaires.

! Cercles de la couche \ -►
supérieure i — Fj • 1 pour les cercles C'

Section
parallèle intermédiaire

Cercles de la couche ' et — F1 ■ 1 +  F2 ■ 2

aux y z \ +  F,  • 3 -  F4 • 4 +  F , • 6 
Cercles de la couche ; pour les cercles C 

inférieure

Section \ —
parallèle Pour tous les cercles : Ft ■ 4 +  Fb ■ 5 +  F6 • 6 
aux x y  )

O n voit facilem ent que le ncm bre  de sphères coupé p ar une 
surface un ité  parallèle aux  z x  est égal à

2 R

Fig. 2 a) Vue en plan de 3 couches superposées

b) Coupe BB' parallèle au plan zy
c) Coupe A A' parallèle au plan zx
d) Coupa parallèle au plan xy.

a) Plan view of 3 surimposed layers —

couche supérieure : trait fort 
couche interm édiaire : trait fin 
couche inférieure : trait tireté

b) BB' Section parallel to z y  plane
c) A A ' Section parallel to z x  plane
d) Section parallel to x  y  plane.

upper layer 
middle layer 
lower layer.

pronouced line 
thin line
discontinuous line
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° X =  8 Ä 2 (2 a i  Fl ~  “ 2 F'1 ~~ “ 3 +  a 4 -  a6 ^ 6>

V 2

8 R 2

-y/ 6 

24
(3 ß2 F 2 -  3 ß3 F3 +  ß4 Fi  -  2 ß5 F , +  ß6F6)

A /3
=  ^ 2  ( -  Ï 4  Fi  -  Ï 5  ^ 5  -  Ï 6  ^ 6)

V 2

8 R 2

V T

( - Ï 2  f 2 ~ l 3 F 3 +  Ï 4  ^ 4  -  Y 6 ^ g )

2 ( “ P i  ^ 4  -  P 5 Fs -  ß6 F,)
yz 6 R

V T
( -  «4 F4 -  «5 ^5 -  a6 Fe)

Soit en rem plaçant les a(3y p a r leurs valeurs :

V T

16 Æ2

V T

16 R 2

8

(4 Fx + F2 + F a + Ft + F6)

3 F ,  +  3 F ,  +  f 4  +  4/ 5 +  -F6

2 • — (^4 +  ^5 +  F6)
16 R 2 3 

\ /  6

T“» 16 J?2
F» -  Fa

Fi -  F6

-  F  +  —  
12 R 2 V 4 2

V  3

12 R 2 ( -  F , +  f i )

Les équations (1) deviennent :

4 Æ2 a / T  o x = F + G  + 2 H  

4 R 2 ^ 2 a y =  F + 3  G 

R 2 V 2 o z =  F  

D ’où :

(2)

F =  R 2V 2 g z

R 2y/~2 
G = ---- -—  (4 <Jy -  a z)

R 2\ /  2
H  =  — ^—  (6 ox -  o z -  2 av)

(3)

2° Cisaillements nuls, et ax = ov. —  C ’est le cas correspon­
dan t à  l’appareil triaxial. N ous n ’avons p lus que 2 inconnues :

F  (réactions obliques) et G (réactions horizontales), con­
form ém ent à la Fig. 4, et l’on a :

4 i ?2 V T < rr =  F +  3 G 

R 2 V ^ ° Z = F

( 1)

Cas particuliers

I o Cisaillements nuls. —  Si les axes de coordonnées sont 
directions principales, on trouve facilem ent, soit en  annu lan t 
les t ,  soit pa r de simples considérations de sym étrie que :

Fi =  Fs =  F6 
F2 =  F 3

Les inconnues se réduisen t donc à 3 que nous appellerons 
F G H  (voir Fig. 3).

Soit :

F  =  R 2 V  2 o. 

R 2 v T (4)
G = (4 g t  -  a z)

3° ax =  ay =  az =  a

Les réactions son t toutes égales et il ne nous reste qu ’une 
seule inconnue F

F  = R 2 V 2< (5)

IV. Relations entre les contraintes et les déformations

N ous avons, dans le chapitre  précédent, calculé les réactions 
en tre  les grains connaissan t les con train tes statistiques. 11 

suffit d ’appliquer les form ules de H ertz  po u r en déduire la 
déform ation  de chaque sphère et p a r conséquent la déform ation 
d ’ensem ble du milieu.

N ous étudierons seulem ent 2 cas, le prem ier correspondan t 
à la com pression hydrosta tique  et le deuxièm e à la com pres­
sion en usage dans l’appareil triax ial (a,^= aT).

Premier cas

=  Gy =  =  a  

T =  T  T  = 0* rr u * 7'c
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N ous avons vu dans le chapitre  précédent que les réactions 
de con tac t son t toutes égales et que leur valeur F  est donnée 
par la re la tion  su ivan te  :

F  -  R 2 ^~2-<s

C haque sphère est soum ise à la pression F  de 12 sphères 
voisines. C onsidérons pou r plus de clarté le schém a à  2 d im en­
sions représenté sur la Fig. 5. L a varia tion  de longueur A  ( O A )  

sera déterm inée :

1° P a r la  défo rm ation  locale de la sphère résu ltan t du 
con tac t en A  et

2° P ar la déform ation  en A  résu ltan t des contac ts des 
autres sphères.

i ’ 9 ( 1 _ v V ± ! 
O O ' 2 \  F 2

v n ’in tervenan t que par (1 — y2)2/3, on peut sans erreu r 
no tab le , le supposer égal à 0-3. O n a alors :

» 9 8  I - 1

2/ 3

s o i t  ;

(t
(6)

Il convien t de n o te r que le calcul de H ertz , précisé u ltérieu­
rem ent p a r H uber et Fuchs, m on tre , com m e il est évident a 
p riori, que, lo rsqu ’une sphère est pressée p a r une au tre  sphère, 
les déform ations de la sphère en  u n  po in t éloigné du point 
de con tac t son t du second ordre  en  com paraison  de la défor­
m ation  locale. O n peu t donc négliger l’influence en A  des 
contac ts tels que B.

O n est par conséquent ram ené à la déform ation  d ’une 
file de grains, supposée isolée.

D ’après H ertz, on  a :

A  ( O  O ' )  =  F H K i  +  K *)2 { R i  +  R ? )

y  16 R i R2

A ( 0  O') =  R  y 9 (1 - v 2) 2 - ^

L ’extension  s le long de la file de grains est donc égale à :

Deuxième cas :

Le cas de la pression hydrosta tique  est le seul qui puisse 
donner lieu à  des com paraisons valables avec l’expérience 
car c ’est le seul cas où l’on obtienne, au  bou t de quelques 
cycles de chargem ent, des déform ations à peu près réversibles, 
et co rrespondan t p a r conséquent à des déform ations élastiques 
sans glissem ent re la tif  de grains.

D ès que les con train tes principales son t inégales o n  observe 
tou jou rs dans les sables réels, et même dans les sables expéri­
m entaux  form és de billes de verre, des déform ations irréver­
sibles co rrespondan t à des glissem ents. N ous donnerons 
cependant ici le résu lta t théorique correspondan t à  n o tre  
agrégat form é de sphères égales dans le cas où ax = a y = aT 
et cr2 aT.

ax =  av = ÜT

'’ xy lvz 1 zx ^

Les valeurs des réactions son t données par les form ules (4) :

F = R 2V 2 a z 

R \ f~ 2
G = - (4 c r —  az)

Les form ules de H ertz  donnent les déform ations dans les 
d irections correspondan tes aux  F  et aux  G.

P our avo ir le z z et le t r il nous fau t considérer la déform a­
tion  du té traèd re  élém entaire form é p a r  4 sphères assem blées 
de centres ABCD  (Fig. 6). Les réactions G co rrespondent 
aux  3 côtés ho rizon taux  du té traèdre et les réactions F  aux 
3 côtés obliques. Soit :

R1 et R 2 é tan t le rayon  des sphères de centres O et O1, et :

1 -  v ?  1 -  v . f  
K , =   - , K 2 = --------^

7T E1 1Z E 2

El et vl5 E2 et v2 é tan t les constantes élastiques des 2 sphères. 

N ous avons ici :

Rx =  R 2 = R  , F 1! =  E 2 =  E , Vj =  v2 =  v et F  =  R 2 \ /  2 ■ a 

Il vient en rem plaçan t :

A(BC ) A (CD) A(D B)

BC CD DB

A (A B ) A(AC ) A(AD )

A B AC AD

O n a, bien en tendu  :

P ou r connaître  e2, il fau t connaître  le déplacem ent vertical 
de A  :

A (A H )

Zz A H

zr m esure le rapprochem ent re la tif  des centres des sphères 
d ’une mêm e couche horizon ta le  et zz celui de 2 couches hori­
zontales successives.
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A Soit po u r =  R 2 = R  > Ey =  E 2 =  E  , v =  0-3 :

D

<7max — 0-39
3 /4 F  E 2

R 2

L im itons-nous au cas de la  con tra in te  m oyenne h y d ro s ta ­

tique a. O n a  F  = R 2\ /  2 - g - ,  d ’où  :

?ma> =  0-39 y /  4 V  2 y j crE2 =  0-695 y / a £ 2

O n voit donc que po u r une valeur donnée de a la con tra in te  
m axim a dans les grains de n o tre  sable théorique est indépen­
dan te  du  rayon  des grains, m ais qu ’elle dépend du m odule 
d ’Y oung de ceux-ci.

V. Calcul de tg cp

1° Sans frottement. —  R eprenons les équations (3) 
qui donnen t les réactions en tre  les grains dans le cas
où =  a„ = G-.

Fig. 6

L a déterm ination  de z z résulte d ’un  calcul élém entaire 
de  géom étrie différentielle. O n trouve sans difficulté :

F = R 2 \ / 2 a

R 2 V ^
G = (4ffr -  az)

A (A H ) _  1 /  A (A B ) A (B H ) \

A H

O r

D ’où  :

2 V AB

M B H )  _  „ 

B H  E

3 z" -  z'

B H

Les form ules de H ertz donnen t po u r z e t z", en supposan t 
com m e dans le cas p récédent v =  0-3

e '  = - L  / I  F (i ~  V 2 ) 2  1 #  I I I  
2R  \ /  4 E 2 R  \  E

2/3

1 3 /  9// 1 i r*c — —— i / ---  tj
2 R  \  4 E 2 R

4 a r -  a,
2/ 3

D ’où :

#

2/3

£2 #  y

/ a  \ 2 / 3

( ^ )
2/3

Contraintes maxima dans les grains

H ertz  donne la con tra in te  m axim a de com pression au  
co n tac t de 2 corps :

3 F
q =  ô  — 2 2 iia i

avec

/  3tt F (K x — K 2)R1R 2 

X  4 R , +  R2

L a valeur des réactions é tan t nécessairem ent positive, on 
do it donc avo ir :

4 aT

g ,.

-  <yz > 0  

4cr,

Il y au ra  donc rup tu re  de l ’équilibre et écrasem ent de 
l’agrégat p o u r :

=  4

ce qui correspond  à  9  =  36° 52', et tg  <p =  0-750
N ous verrons plus loin, en  re tro u v an t ces résu lta ts par 

une m éthode d ’énergie, quel est le m écanism e de ru p tu re  de 
l’agrégat.

2° Avec frottement. —  Soit tg ’¡j le coefficient de fro ttem ent 
des sphères les unes sur les autres et considérons l’équilibre 
lim ite. Les réactions appliquées à chacune des sphères, tou jou rs 
dans le cas où ax =  ay =  ar, son t indiquées sur la  Fig. 4. P our 
calculer F  et G en fonction  de a z e t ar dans le cas de fro ttem ent 
il fau t reprendre nos équations d ’équilibre en  in trodu isan t 
la  com posan te  du fro ttem ent.

Soient 4 ' , 5' , et 6' les vecteurs unita ires tangents à la 
sphère aux  points d ’app lica tion  des réactions F.

L eurs cosinus d irecteurs son t : (voir Fig. 7).

a P Y

V T \ /  6 V T
4' 2 6 3

—► 
5' 0

IvO 
I 

>
h

 
+ V T

3

+  V T \ /  6 V T
6' T  2 6 3

6 6



(a) (b )

Fig. 7 Réactions dans l’état limite.
Vecteurs unitaires correspondants aux composantes tan- 

gentielles de frottement.
Reactions in limit state.
Unit vectors corresponding to tangential components of 

friction.

Si nous reprenons la considération  du chap itre  I I I  concer­
n an t les rela tions en tre  réactions et con train tes, on trouve :

a/3

= — ĝ -2 [F(y4 +  Ts + Te) + tg ^ • F(JU + Y'ô + ï'e)]

a / 2

Gr =  8~R2 l-C (2ai “  “ 2 "  +  F(rJi ~ ^  +  tg  ^  ‘ F(rj'i  ~ 

ou en rem plaçant les cosinus par leur valeur :

* /2

° z = 2Rl F ^ + ^  tS ^

[3G +  F (1 -  V 2 )  tg +]

D ’où :

F  =
2 R 2

" \/2 +  tg  4»

8Æ2V  2 I y/~2 1— V 2 tg  4
G = ------ ;—  | g  -  a — -------------------- -

V 2 +  ÍB f

L ’équilibre lim ite correspond , com m e nous l’avons vu, 
k G = O, d ’où :

Ç z = 4  V 2 +  tg ^

°r V 2 “  2 tg ^

CTz — °r ,  V 2 +  2 tg ^

D ’où :

sin cp = =  3-

L a courbe représen tative de tg cp en fonction  de tg  ^  est 
tracée sur la Fig. 8.

V 2
Pour tg ip =  —— =  0-7, tg cp est infini.

jy/ 2  ç
Pour tg  di >  -----  la valeur critique de — est négative.

2 ff.

Fig. 9 Cercles de M ohr de rupture pour une valeur du coefficient

à  V ï .
2

Failure m ohr’s circles for a value of the coefficient of

V J

2

de frottem ent supérieure à

friction greater than

A utrem ent dit, pour des valeurs élevées du coefficient de frot­
tement un tas de boulets à parois verticales peut se maintenir 
à la manière d 'un mur de pierres sèches*.

L ’explication  de ce paradoxe est très sim ple : quand  tg ^  
a tte in t une valeur suffisam m ent élevée, il est possible que les 
réactions en tre  les sphères soient verticales (il suffit que ^  
soit supérieur ou égal à l’inclinaison de la norm ale au  po in t 
de con tac t p a r  rap p o rt à la verticale). O n com prend donc que 
l’agrégat puisse supporter une charge verticale az en l’absence 
de com pressions horizontales (Fig. 10).

O n re trouve facilem ent les form ules précédentes en app li­
q u an t une m éthode d ’énergie. N ous ne donnerons pas le détail 
de ce calcul pu isqu’il n ’appo rte  pas de résultats nouveaux , 
mais nous en donnerons le principe, car il perm et de m ieux 
com prendre le m écanism e de rup tu re  de l’agrégat.

D ans l’équilibre lim ite, com m e nous l’avons vu, les réac­
tions horizontales son t nulles. Si a z augm ente légèrem ent, 
g t  res tan t constan t, il y au ra  donc écartem ent des sphères 
des couches horizon tales hexagonales et par conséquent 
rapprochem ent de ces couches les unes par rap p o rt aux autres, 
conform ém ent au schém a à 2 dim ensions de la Fig. 11.

* N otre collègue D a v i n , à q u i  nous avons m ontré notre m anuscrit, 
nous a dit q u ’il y a  10 ans, il avait fait une étude du tg <p d ’un agrégat à 
2 dim ensions form é d ’un assemblage hexagonal de cylindres circulaires 
égaux, et q u ’il avait constaté égalem ent l ’existence d ’une cohésion pour 
des valeurs très élevées du coefficient de frottem ent. Son étude n ’avait 
pas été publiée.

0 7 t-g H’

Fig. 8 Courbe théorique de tg cp en fonction du coefficient de 
frottem ent tg

Theoretical curve of tan cp versus the coefficient of fric­
tion, tan 4*.

N ous avons donc le cas curieux d'un milieu où les cercles 
de Mohr correspondant à la rupture n’admettent pas d'enveloppe. 
I l n ’y a  pas de courbe in trinsèque (vo ir Fig. 9).
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Il est facile d ’établir, p ar un  raisonnem ent de géom étrie 
différentielle, la re la tion  en tre  la valeur de l’écartem ent des 
sphères d ’une couche hexagonale et celle du rapprochem ent 
de 2 couches successives. Il suffit po u r cela de considérer la 
défo rm ation  du tétraèdre élém entaire don t les som m ets son t 
les centres de 4 sphères tangentes, et don t les 3 arêtes obliques 
resten t égales à 2 R  au cours de cette déform ation . C ette an a ­
lyse donne égalem ent la  valeur du glissem ent re la tif des grains.

A pa rtir  de ces données, on  calcule le trava il des forces 
extérieures et celui du  fro ttem ent. E n exp rim an t que le travail 
to ta l est nul, on  retrouve les form ules données précédem m ent 
p o u r l’équilibre limite.

3° Calcul de tg cp pour une autre direction des contraintes 
principales. —  Il nous a paru  intéressant de faire le calcul 
d an s une au tre  d irection des con train tes p rincipales p o u r bien 
m ettre  en évidence l’influence de l’anisotropie.

N ous avons pris le cas où la con tra in te  principale  au lieu 
d ’être perpendiculaire à une couche p lane  hexagonale, éta it

perpendiculaire à une couche p lane carrée (voir définition 
<de ces couches carrées au chap itre  II).

P ar un calcul analogue aux  précédents, on trouve que la

valeur critique de — est : 
ff,

tg ÿ

(d) Q uand le coefficient de fro ttem en t dépasse une cer­
ta ine lim ite, il n ’y a plus de tg  cp (les cercles de M ohr de ru p ­
ture n 'ad m etten t pas d ’enveloppe).

La relation  entre tg cp et tg ^  est to u t à fait différente de la 
loi dém ontrée p a r C aquo t :

tg  ?  =  —  tg à

m ais cette dernière loi est valable p o u r des sables isotropes 
et la différence en tre  les 2 lois m on tre  bien l’influence consi­
dérable de l’an iso trop ie  dans les problèm es d ’équilibre lim ite, 
e t explique les écarts que l’on a  parfo is constatés en tre  la loi 
de C aquo t et les lois expérim entales (il existe tou jours une 
certaine aniso trop ie  dans les sables réels, due en particulier 
au m ode de tassem ent).

VI. Résultats expérimentaux concernant la relation entre les 
contraintes et les déformations

Il sem ble, d ’après les expériences qui on t été publiées, que 
lo rsqu ’on  soum et à  une com pression hyd rosta tique  u n  sable 
enferm é dans une gaine de caoutchouc et que l’on  déterm ine

A v
les déform ations p a r l’in term édiaire de —  (m esuré par

v

variation  du volum e des vides), le phénom ène devient à  peu 
près réversible au b ou t de quelques cycles, m ais que la loi 
de déform ation  est loin d ’être linéaire.

A l
par l’interm édiaire de

/

résu lta t que l’on  retrouve aisém ent p a r la m éthode de l’énergie. 
O n  en déduit facilem ent tg  cp qui devient infini po u r tg ^  =  I. 

E n résum é :

(a) tg cp est différent de zéro lorsque le coefficient de fro tte ­
m en t est nu l ;

(b) La loi de tg  cp en fonction  de tg  <]; n ’est nullem ent linéaire ;

(c) C ette loi dépend  de l’o rien ta tion  de a z p a r  rap p o rt aux 
plans réticulaires de l’agrégat ;

L e principe de la m esure de 

A v
—  nous a paru  critiquable car, d ’une p a rt on  n a tte in t ainsi

V

q u ’une m oyenne et d ’au tre  p art la  déform ation  superficielle 
de la m em brane (qui tend  à  épouser la  surface des grains) 
est une source d ’erreurs non  négligeable, du m oins quand  les 
grains ne son t pas très petits.

A l
Aussi avons-nous fa it une m esure directe de — . Il s’agissait

de m esurer la  varia tion  de longueur en tre  2 po in ts situés à 
la  surface de l’agrégat. N aturellem ent, ces 2 po in ts ne p o u ­
vaien t être  pris sur la  surface extérieure de la  m em brane en 
caoutchouc qui enferm e le sable, car celle-ci se déform e. Il 
é ta it nécessaire de p rendre 2 points de l’agrégat lui-même. 
P ou r cela la m em brane éta it découpée selon 2 petits cercles 
de 5 m m  de diam ètre et la  continu ité  de la m em brane était 
assurée par des m orceaux de clinquant d ’alum inium  de 
5/100 de m m  d ’épaisseur collés sur la  surface in térieure de 
la m em brane. Le d ispositif représenté sur la  Fig. 12 perm et 
de m esurer la déform ation . Le sable é ta it contenu dans une 
m em brane en caoutchouc de 155 m m  de longueur et de 50 mm 
de diam ètre. Il é ta it form é de billes de verre de 1 m m  de 
diam ètre. Ces billes ne son t pas parfaitem ent sphériques, et 
leur diam ètre varie de ^  10 p o u r cen t d ’une bille à  l’autre. 
O n est donc lo in  du cas théorique. O n s’en serait rapproché 
beaucoup plus avec des billes d ’acier, m ais les déform ations, 
déjà difficiles à  m esurer avec les billes de verre, au ra ien t été 
plus petites encore avec des billes d ’acier, et l’erreu r relative 
sur les m esures au ra it été trop  grande.

Les résultats son t les su ivants :

1° La dispersion des m esures po u r 4 essais est faible (de 
l’o rd re  de 10 p o u r cent).

2° La com paraison  du résu lta t des m esures avec celles

A v
obtenues p a r le —  m ontre  des différences très im portantes.
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Fig. 12 Schéma du dispositif de mesure de A (AA').
a) b) Coupe verticale et hozizontale de l’éprouvette. 
c) Détail.

Schematic diagram of A (AA') measurement device, 
a) b) Vertical and horizontal section of the test piece, 
c) Detail.

/ T A 1 ■ ■ , , - 1 A  A( L e —  m esure est égal seulem ent a  27 p o u r cen t d e ------- I.
\  1 3 v /  
Cet écart d im inue beaucoup q uand  on  opère sur un  sable 
fin, com m e cela se com prend  facilem ent puisque l'e rreu r 
p rovenan t de la  déform ation  superficielle de la  m em brane 
d im inue q uand  les grains son t petits.

3° L ’allure des courbes de déform ation  lorsque a  varie 
de 1 à  10 kg /cm 2 (vo ir Fig. 13), est la  m êm e que celle des 
courbes déjà  publiées. E lle s’explique bien  p a r les déform a­
tions non  linéaires de H ertz  et n o tre  form ule théorique

A l  / < t \ 2/31
—  # 1 — 1 I rend  bien com pte de l’allure de la courbe ;

4° P ar con tre  les valeurs des déform ations son t largem ent 
supérieures aux  valeurs théoriques. Les chiffres su ivants 
correspondent à a  =  10 kg /cm 2, et son t les m oyennes de
4 essais, et chacun d ’eux a  été fa it après 24 cycles de charge 
entre 1 et 10 kg /cm 2.

A 1

mesuré

1 A v
A l  t a  \ 

théorique
3 v

1-0 x IO“ 3 3-75 x IO“ 3 0-44 x 10“

5° U ne au tre  m esure av a it été faite dans les mêm es condi­
tions expérim entales, avec u n  sable form é de grains de verre 
“ P y re x ” , ob tenu  p a r b royage et tam isage (dim ensions des 
grains 0-5 à  1 mm ). P ou r éviter que les grains trop  coupants 
ne percent la  m em brane, ces grains avaien t é té usés en les 
faisant tou rner avec de la poudre  d ’ém eri, qui é ta it ensuite 
séparée des grains de verre p a r tam isage. C ette opération  avait 
pour résu lta t d ’ém ousser légèrem ent les angles.

Pour une  valeur de n égale à  10 kg /cm 2 on tro u v a it un

A I , ,
—j -  égal à 1-65 X 10 3, so it 65 pou r cent supérieure à la valeur

Fig. 13 Courbe contrainte-déformation (billes de verre de 1 mm 
de diamètre pour un cycle de 1-10 kg/cm2. 

Stress-strain curve (1 mm diameter glass balls) for one 
1-10 kg/cm2 cycle.

Raisons de l ’écart entre la théorie et l ’expérience

D ans la théorie, nous avons supposé les sphères rigoureu­
sem ent égales et assem blées su ivan t une structu re  régulière.
Il en résu lta it, dans le cas d ’une pression hyd rosta tique  (qui 
est le cas qui nous intéresse ici), que les réactions étaient 
tou tes égales, d ’où  la possibilité de calcul de ces réactions et 
des déform ations de H ertz  correspondantes.

Le calcul des déform ations de H ertz  a  été fait avec une seule 
sim plification qui est la su ivan te  :

N ous avons tenu  com pte (page 65) pou r le calcul des défor­
m ations selon une file de grains, p a r exem ple parallèle à l’axe 
des x , un iquem ent des déform ations de con tac t p rovenan t 
des réactions s’exerçan t en tre  les grains de cette file et nous 
avons négligé, com m e du second ordre, l’effet des réactions 
telles que R  (Fig. 14) sur la déform ation  de la file horizontale. 
R em arquons que des réactions telles que R  on t po u r effet un

A  l
- j -  p o s itif  dans la file horizontale  et par conséquent, si l’on

ava it tenu  com pte de cet effet secondaire, on  au ra it in trodu it 
u n  term e rectificatif qui au ra it diminué en valeur absolue la

trouvée p o u r le sable de grains sphériques. Fig. 14
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A  l
valeur de ——. D onc cela ne peu t en aucune m aniéré expliquer

A  l

l’écart avec la théorie puisque l’expérience donne p o u r - y

des résu lta ts très supérieurs à ceux de la théorie.
Il faut, à  no tre  avis, rechercher les raisons de cet écart 

dans la  structure  in terne de la répartition  des réactions en tre  
les grains, structure  qui est en tièrem ent différente de la  struc­
tu re  régulière dès que les grains sphériques ne son t pas stric­
tem ent égaux. N os essais de v isualisation  p a r la pho toélas­
ticité * on t nettem ent m ontré  que les con train tes se tran sm et­
ta ien t selon des chaînons de grains, et que les grains extérieurs 
à  ces chaînons (et qui son t de beaucoup les plus nom breux) 
son t à peine con train ts.

P ar conséquent, les réactions F  en tre  les grains ne se répar­
tissent nullem ent au to u r d 'une  valeur m oyenne donnée par 
la  théorie, selon une loi de p robabilité , du genre de celle du 
croquis (a) de la Fig. 15. La répartition  serait p lu tô t conform e 
au  schém a du croquis (b), c ’est-à-dire une grande “ po p u ­
lation  ” de réactions inférieures à la m oyenne et une “  po p u ­
la tion  ” plus petite de réactions très supérieures à la  m oyenne ; 
ces 2 croquis n ’ayan t, bien entendu , q u ’une valeur de simple 
indication.

D ans ces conditions, les déform ations d ’ensem ble é tan t 
déterm inées p a r un “ squelette ” de chaînons de grains forte-

* V. D a n t u ,  Proceedings du IVe Congrès de Mécanique des Sols.

m ent con tra in ts, on  com prend  aisém ent que la loi de déform a­
tion  en fonction  des con tra in tes co rresponde à  des valeurs 
très supérieures à  la valeur théorique.

(a) (b)
Fig. 15

A lors qu ’en général, les théoriciens qui fon t des expériences 
tro u v en t tou jours une “ concordance très satisfaisante en tre  
le calcul e t la réalité  ” , nous trouvons une discordance im por­
tan te  m ais qu i nous p a ra ît no n  m oins satisfaisante, car elle 
perm et de m ieux com prendre ce qu i se passe à  l’in térieur 
d ’un  sable.
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