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Déformation dans les milieux pulvérulents en état d’équilibre 

limite

Strains in non Cohesive Media in Ultimate Equilibrium State

par M arcel D a v in , Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées, Laboratoire central des Ponts et Chaussées, 58, boule­

vard Lefebvre, Paris 15e

Som m aire

Da n s  u n  mi l i eu pul vé r ul ent  par fai t  (c o ur be  i nt r i ns èque  f o r mé e  

de  2 demi - dr oi t es  i s sues  d e  l’or i gi ne), l’ét at  d'é qui l i br e  l imi t e 

peut  êt r e dé t e r mi né  s a ns  cons i dé r a t i on des  dé f or ma t i ons , si le 

p r ob l è me  est  à  2 d i me ns i o ns , ma i s  il n ’e n  est  pl us  de  mê me  p o ur  

u n  p r ob l è me  à 3 di me ns i ons .

No u s  a vo n s  a dmi s  q ue  la dé f or ma t i on  se dé c o mp o s e , da ns  u n  

t el  mi l i eu, e n  u n  c i s ai l l ement  pur  le l ong d ’un e  des  d e u x  di r ect i ons  

de  gl i s s ement , et  un e  ext e ns i on pr opor t i onnel l e  à  ce ci sai l l ement , 

pe r pe ndi c ul a i r e  à l a di r ect i on de  gl i s s ement  da ns  le p l an des  

cont r ai nt es  pr i nci pal es .

No u s  en  dé dui s ons  les di s pos i t i ons  r el at i ves  des  cer cl es  de  Mo h r  

des  cont r ai nt es  et  des  dé f or ma t i ons , ai ns i  q u e  cel l e des  di r ect i ons  

pr i nci pal es . No u s  i n di q u o ns  c o mme n t ,  a ve c  ces  hypot hè s es , les 

p r obl è me s  à  3 d i me n s i o ns  s e t r ouvent  dé t er mi nés .

Sum m ary

In  a  per fect l y non- cohes i ve  me d i u m ( Mo h r ’s  e nve l ope  c o mp o s e d  

o f  2 semi - s t r aight l ines) t he s t at e o f  ul t i mat e equi l i br i um c an be  

de t e r mi ne d r egar dl ess  o f  s t r ains , i f t he  p r o b l e m is t wo- di men ­

s i onal  but  t hi s  does  not  a pp l y  t o t hr ee d i me ns i ons . Th e  a ut hor  

has  a s s ume d t hat  s t r ai n, in s uc h  a me d i u m, is c o mp o s e d  o f  s hear  

a l ong  o ne  o f  t he t wo  sl ip pl anes  a n d  a n  ext ens i on pr opor t i onal  

t o t hat  s hear , no r ma l  t o t he di r ect i on o f  t he sl ip in t he p l ane  o f  

t he pr i nci pal  st r esses. F r o m t his we  c a n  de du c e  t he Mo h r ’s 

ci r cl es o f  st r ess a n d  s t r ain, as  wel l  a s  t he pr i nci pal  di r ect i ons . 

Th e  a ut hor  i ndi cat es  h o w t hr ee- di mens i onal  p r obl e ms  c an be  

wel l  de f i ne d wi t h t he hel p o f  t hese a s s umpt i ons .

D an s un  p rob lèm e p lan  re la tif  à  un m ilieu pu lvérulent, 
les équa tions d ’équilibre statique, au  nom bre  de deux, et 
l’éq ua tion  d ’é ta t exp rim an t que le cercle de M ohr est tangent 
à  la  courbe in trinsèque (généralem ent considérée com m e se 
com posan t de deux dem i-droites issues d 'u n  po in t de l’axe) 
suffisent en  principe po u r déterm iner les 3 com posantes du 
tenseur des con train tes. II n ’en  est plus de même dans l’espace, 
où  les équa tions d ’équilibre son t au  nom bre de trois, m ais les 
com posantes du  tenseur des con train tes au  nom bre de six.
II fau t alo rs  faire in tervenir des hypothèses su r la relation  
en tre  le tenseur des con tra in tes e t celui des déform ations.*

M êm e dans les problèm es p lans, des difficultés se produisent 
p a r  su ite  de la form e hyperbo lique des équa tions et de la  dis­
position  relative des courbes caractéristiques q u i en  résu lten t. 
D es d iscontinuités peuven t être  envisagées le long  de courbes 
qui ne so n t pas caractéristiques et ne  peuven t alo rs  être  an a­
lysées sans un  recours à la considération  des déform ations.

Le p rincipe du travail m axim um  qui, pour les corps très 
ductiles, fou rn it des relations très sim ples et générales en tre  
les deux  tenseurs, ne peu t s’app liquer au  cas présent. En 
effet, un  tenseur des con tra in tes co rrespondan t à un état 
élastique (représenté p a r  un cercle de M ohr in térieur à la 
courbe  in trinsèque) peu t être  m ultiplié pa r un  coefficient 
num érique  aussi grand que l’on  veut et cependant rester 
élastique. Son trava il virtuel dans la défo rm ation  réellem ent 
consta tée dans l’é ta t d ’équ ilib re lim ite, peut donc dépasser 
tou te  lim ite donnée à l’avance et en particu lier dépasser le 
travail réel (du tenseur lim ite dans  la défo rm ation  réelle).

A lors que dans  le cas des corps très ductiles la sim ple con ­
naissance de l’équa tion  d ’é ta t lim ite en tra îne  celle (à un fac-

* M cm c l ’h ypo thèse  su ivan t laquelle la c o n tra in te  m oyenne est égale 
à l ’u ne des c o n tra in te s  ex trêm es ne sau ra it sufiire à lever l 'in d é ie rn iin a ­
tio n  d an s le cas général, p u isq u 'e lle  ne fo u rn it q u ’une éq u a tio n  su p ­
p lém enta ire.

teu r num érique près) du tenseur des déform ations correspon­
d an t à  un  tenseur lim ite donné, différentes considérations 
fon t penser que p o u r les corps pulvérulents d ’au tres données 
do iven t in tervenir.

La défo rm ation  dans l’état-lim ite  peu t être  schém atisée de 
la façon su ivante : parm i les poin ts  de co n tac t en tre  grains, 
certains cessent d ’exister du fait de Fécartem ent des 2 grains, 
certains subsisten t com m e poin ts  de rou lem ent, e t les au tres 
com m e poin ts  de fro ttem ent. Le schém a est facile à étud ier 
dans le cas de cylindres égaux em pilés. Les axes parallèles 
de ces cylindres o n t leurs traces, dans un p lan de section 
d ro ite , aux  nœ uds d ’un  réseau de triangles équilatéraux.

U ne des directions de côtés de  triangles du  réseau  é tan t 
supposée “ horizon tale”  so ient ( 1 ) les po in ts  de  con tac t situés 
au x  extrém ités de  diam ètres horizon taux , (2 ) ceux au x  extré­
m ités des d iam ètres faisant 120° avec l’horizon ta le  et (3) ceux 
au x  extrém ités des d iam ètres faisant 60°. N ous supposons 
l’ensem ble soum is à  un  tenseur de con tra in te  sta tistiquem ent 
uniform e s 'il est considéré à une échelle g rande par rap p o rt

Fig. 1
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m oyenne un p lan horizontal et com portant 1 contact (2 ) par 

unité de largeur est :

V  3
F  — -2S —r  9 ~ —

V  3 

2 F9 -

La contrain te de cisaillem ent relat ive aux  axes horizontal-  

vert ical peut se calculer soit  su ivant la coupure “ vert icale en 

m oyenne”  soit su ivant celle “ horizontale en moyenne”  d ’où 

vérif icat ion  :

au diam ètre des cylindres. Plusieurs “ cas de figure”  corres­

pondant à des “ équilibres lim ites”  sont alors possibles. Sup ­

posons par exemple que le décalage des couches horizontales 

les unes par rapport aux  autres s’effectue, au départ, comme 

l ’ indique la figure précédente. Aux  points (3 ) i l y  a écarte­

m ent et le contact cesse ; aux  points (2 ) le déplacem ent relat if  

est un roulem ent, aux  points (1 ) un glissem ent. So it  Fx la 

force norm ale s’exerçant, aux  contacts ( 1), F2 celle s’exer­

çant aux  contacts (2 ) ; Gx, G2 les forces tangentielles corres­

pondantes (le tout par unité de longueur de génératrice). 

L ’équilibre d’un cercle en ce qui concerne la rotation autour 

de son centre nécessite, vu l’orientation des forces, la relat ion :

Gz =  Gt  =  f F x

2
V J

VT
2

i
Gi+-

v / 3 

2 '.-t)J
Go + —

V 3

V  3 

2

fF  i ■ — F2 2 2

fFx + j F 2

Fig. 4. A B : coupure suivant en moyenne un plan vertical.

CD  : coupure suivant en moyenne un plan horizontal.

Fig. 3. Pour plus de clarté les forces de frottement <?i(72 appli­
quées aux points de contact ont été figurées par des 
vecteurs équipollents.

Soient m aintenant g xg,,-xy les contraintes statistiques de 

contact rapportées à l ’axe horizontal pris pour axe des x  
et à l ’axe vert ical pris pour axe des y, l ’unité de largeur étant 

le diam ètre des cylindres.

La contrain te horizontale à travers une coupure su ivant 
en m oyenne un plan vert ical et com portant 1 contact ( 1) et

a/T
1 / 2  contact (2 ) par — — unités de largeur est :

V  31 « = . ) l

L ’élim ination de F1F2 entre ces 3 équations donne la 

relat ion  intrinsèque :

1
+ Vf

T x v  y

1 + / —
A/ 3

valab le seulement dans certaines lim ites de variat ion  com pa­

tib les avec le cas de figure étudié.
Pour faire ressortir les sym étries du problèm e, et son inva-  

2 K
riance à l ’égard d’ une rotation de — , nous faisons choix

d’une unité de contrain te telle que : g x  +  g v =  2  et nous 
posons :

,  _  GX +  G y

de sorte que :

C *  =  1 +  t '  =  1 -  t '  .

La contrainte vert icale à travers une coupure su ivant en
Un  point dans le plan r xv x '^  déterm ine ainsi un tenseur 

de contrain te à un facteur près qu i est la valeur, en unités

388



norm ales, de l ’unité conventionnelle choisie pour faire 

a9 +  av =  2. M ais à notre point de vue, tous les tenseurs 

proportionnels sont équivalents, les conditions de l ’équilibre 

étant inchangées quand toutes les forces sont modifiées dans 

un même rapport.
On trouve en discutant les différents cas de figure (dans 

lesquels, sauf cas particuliers lim ites entre deux cas de figure 
différents, i l y  a toujours frottem ent de glissem ent sur les 

contacts d’une catégorie, roulem ent sur ceux d’ une autre, 

et suppression du contact par écartem ent des cylind res, sur 

la catégorie restante, les catégories (1 ) (2 ) (3 ) perm utant entre 

elles de toutes les façons possibles à cet égard) que le point

figu rat if  r ?"  parcourt, pour une valeur déterm inée de / ,
lT X|fl

un contour hexagonal fermé, adm ettant l ’axe des Txy et les 

deux droites d ’angles polaires 6 0° et 1 2 0 ° com me axes de 

sym étrie. Sur ces axes, ce contour a toujours 3 sommets 

indépendants de / , points de rayon polaire unité et d’angles 

polaires 0 , 1 2 0 ° et — 1 2 0 °

coordonnées t æ„  =  1 

t' = 0

1
T

vT
2

les 3 autres sommets sont égalem ent sur ces mêmes axes, 

mais de l ’autre côté par rapport à l ’origine (angles polaires

i VT
180 , —60 et +  60 ) et à la distance — +  f ——  de l ’o ri ­

g ine). A in si, si /  =  0, l ’hexagone se réduit à un triangle équi­

latéral. Si /  ~  ü devient régulier, les 6  sommets étant 

y /  3

à la distance 1 de l ’origine. Si / >  —^=9 l ’hexagone présente 

V 3
des points ex térieurs au cercle : t X!/2  +  t ' x u 2  =  1 , ce qui exprim e 

que le m ilieu peut, dans certaines d irections, transm ettre des 

tractions.

Ce système, aux propriétés assez curieuses, n’est toutefois 
pas isotrope et par conséquent la considération du cercle de

i

^  - - - —

V\
\

\ 1  

«\ /  \  \  » 

/  ^/t r  A

Mohr n ’aurait  pour lu i que peu d ’intérêt, et i l n ’a pas de courbe 

intrinsèque au sens classique de l ’expression. Les contours 

hexagonaux ci- dessus, bien qu’exprim ant des propriétés 

intrinsèques, ne peuvent pas, même par une transform ation 

appropriée, donner naissance à des courbes intrinsèques.

Dans le cas général isotrope “ au départ”  (c’est- à- dire avant 

l ’application du tenseur de contraintes) par com pensation 

statistique, nous avons adm is, en nous lim itant au m ilieu 

pu lvéru lent parfait , c’est- à- dire possédant une courbe in trin ­

sèque composée de deux dem i- droites sym étriques par rapport 

à Taxe horizontal et passant par l ’orig ine) et en nous inspirant 

de ceux des résultats de l’étude ci- dessus qui paraissaient 

p ouvoir s’ y étendre, que le tenseur des déform ations est, en 

grandeur, défini à un facteur constant près. On peut décom ­

poser la déform ation en un cisaillem ent pur le long de la 

d irection de glissem ent et 3 ex tensions, une suivant la direc­
t ion de glissem ent, une suivant la direction perpendiculaire 

dans le plan des contraintes principales extrêm es et une suivant 

a d irection de la contrain te principale m oyenne. Nos hypo ­

thèses supplém entaires sont : que la 2e de ces 3 extensions 

est positive, ce que le bon sens indique (écartem ent des grains) 

et que l ’expérience confirm e toujours ; que la l re et la 3e sont 

négligeables.*

Le rapport entre le glissem ent 2 g  et l ’extension d  suivant la 

perpendiculaire à la ligne de glissem ent serait alors une carac­

téristique du m atériau pulvérulent considéré. Pour une valeur

donnée de “ l ’angle de frottem ent interne”  ©, le rapport —
2  g

est lim ité par la condition que le t ravail des forces de frotte­

m ent est p o sit if  :

d  2 g  „  % 7t , 7t
- — <  tgo. On pose tgw =  —-  d ou  : — > < !> > — — 9
2 g d  2 ' 2

Les deux cercles de M ohr ont alors les disposit ions suivantes:

F ig . 5

* Les  expér i ences dans  lesquel les se pr odui sent  des  l ignes de r upt ur e 
différ ent es des  l ignes de  gl issement s pr évues peuvent  êt re int erprét ées 
par  l’infl uence du  fr ot t ement  du  mil ieu sur  la sur face qui  lui t r ansmet  

une pr ession.
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Le s  a xe s  de s  d e u x  t e ns e ur s  s e r a i ent  a l or s  d i s p o s é s  c o m m e  

s ui t  :

D e  p l u s , il  sat i s fai t  à  3 é q u a t i o n s  d e  c o n t i n u i t é .

Ce s  é q u a t i o n s  s o n t  l a  t r a duc t i o n  de s  é q u a t i o n s  c a r t é s i e nne s  

d e  c o n t i n u i t é  d a n s  l’e s p a c e  à  3 d i me n s i o n s ,  s a vo i r ,

3 _  2 xv

ò y 2 ò x  ô y

ç>2ey
ò x 2

= 0

et  2  a n a l o g u e s  p a r  p e r mu t a t i o n  c i r c ul a i r e  d e  x .y .z .  P o u r  l es  

ob t e n i r  il f a u t  d ’a b o r d  c ho i s i r  l es 3 p a r a mè t r e s  q u i  dé f i ni s s ent  

l’or i e n t a t i o n  d u  t r i è dr e  p r i nc i pa l . Le s  c o s i n u s  di r ec t e ur s  

p r é s e nt e n t  u n e  s y mé t r i e  pa r f a i t e , ma l h e u r e u s e me n t  il s s o n t  a u  

n o m b r e  d e  9 l i és  p a r  6 r e l a t i ons  ; l es  3 p a r a mè t r e s  i n d é p e n d a n t s  

q u e  n o u s  a v o n s  c ho i s i s  s o n t  d e u x  d ’e nt r e  e u x ,  oc3 et  (33, c o s i n u s  

di r ec t eur s  d e  l ’a x e  n °  3 d u  t r i èdr e p r i nc i pa l  p a r  r a p p o r t  a u x  

a x e s O. * et  O y, et  l’a n g l e  0 ,  s o m m e  d e  l a l o n g i t u d e  d e  l ’a x e  n °  1 

d u  t r i èdr e p r i nc i pa l  p a r  r a p p o r t  a u  mé r i d i e n  q u i  r e n c o n t r e  

l’a x e  des  z  d u  t r i è dr e  f i xe  et  l ’a x e  n °  3 d u  t r i èdr e p r i nc i pa l  

(l o n g i t u d e  s u r  l a  s p h è r e  l i ée a u  t r i èdr e pr i n c i p a l ) e t  d e  l a  l o ng i ­

t u d e  d u d i t  mé r i d i e n  c o m m u n  p a r  r a p p o r t  a u  mé r i d i e n  q u i  

r e n c o n t r e  l es  a xe s  Oz e t  O x  (l o n g i t u d e  s u r  l a  s p h è r e  l i ée a u  

t r i èdr e f i xe ). E n  f o n c t i o n  d e  c e s  3 q ua nt i t é s , l es  e xp r e s s i o ns  

de s  9  c o s i n u s  d i r e c t e ur s  s o n t  r e l a t i ve me nt  s i mp l e s  :

1 ligne de glissement active
2 ligne de glissement non active
3 direction principale de contrainte

Icontrainte maximal
4 direction principale de contrainte

Icontrainte minima)
5 direction principale de déformation

[contraction)
6 direction principale de déPormation

[extension)
Fi g . 8

Le s  2  t e ns e ur s  o n t  a i ns i  u n  a x e  c o m m u n  (p e r p e n d i c u l a i r e  

a u  p l a n  d e  l a  f i gur e  p r é c é d e n t e ) e t  d a n s  l e  p l a n  d e  l a  f i gur e  

l es  a xe s  d e  ce l ui  d e s  d é f o r ma t i o n s  s o n t  p a r  r a p p o r t  à  c e u x  

d e s  c o nt r a i n t e s  dé c a l é s  d ’u n  a n g l e  c o n s t a n t , c a r a c t é r i s t i que

- 0

d u  mi l i e u é t udi é , é ga l  à —  ̂ ÿ - Rp — ^ a n s  s e n s  v a

d e  l a l i gne  d e  gl i s s e me n t  “ a c t i ve ”  j u s q u ’à  l a  l i gne  d e  g l i s s e me n t  

“ n o n  a c t i ve ”  p a r  l’a n g l e  a i g u .  Le s  d e u x  l i gnes  d e  g l i s s e me nt  

d a n s  l es  h y p o t h è s e s  ci - des s us , n e  j o u e n t  p a s  l e m ê m e  r ô l e , 

il y  a  u n e  di s s ymé t r i e , e t  d e u x  m o u v e m e n t s  s o n t  pos s i bl e s  

p o u r  u n  m ê m e  t e ns e ur  d e  c o nt r a i n t e s  ; ma i s  i l s n e  p e u v e n t  s e  

c o mb i n e r ,  c e  q u i  d o n n e r a i t  a u  t e ns e ur  de s  d é f o r ma t i o n s  u n  

de g r é  d e  l i ber t é  d e  t r o p  et  i mp l i q ue r a i t  u n e  a u g me n t a t i o n  d u  

n o m b r e  d e s  c o n t a c t s  r o m p u s  e n t r e  g r a i n s , i n c o mp a t i b l e  a v e c  

l ’é q ui l i br e . Le  c h o i x  e n t r e  l es  d e u x  m o u v e m e n t s  pos s i bl e s  

d é p e n d  de s  c o n d i t i o n s  a u x  l i mi t es  (q u i  d e v r o n t  êt r e  d o n n é e s  

s o u s  l a  f o r m e  g é né r a l e  d ’u n e  r e l a t i on e n t r e  l es  c o nt r a i n t e s  

exe r c é e s  p a r  l es  c o r p s  a g i s s a n t  s ur  l e mi l i e u , e t  l eur s  p r o p r e s  

d é f o r ma t i o n s ).

Av e c  l es  h y p o t h è s e s  i n d i q u é e s , l e t e ns e ur  de s  d é f o r ma t i o n s  

dé f i ni  p a r  3 p a r a mè t r e s  d ’o r i e n t a t i o n  e t  3  p a r a mè t r e s  £1£2£3 

d e  g r a n d e u r  (e xt e n s i o n s  p r i nc i pa l e s ), d o i t  s a t i s fa i r e  à  2  c o n d i ­

t i ons  (r e l a t i ves  a u x  p a r a mè t r e s  d e  g r a n d e u r )

a- , -  c o s 6 -

ïi =

a 3( a 3 c o s  9  +  ^3 s i n  0)

1 + Vl-a3*-|V

(S3( a 3 c o s  0  +  ^3 s i n 0 )

1 + Vl-a32-¡i32

— ( a 3 c o s  6  +  p 3 s i n  0 )  ,

a 3( a 3 s i n 0  — ¡33 c o s  0 )

1 + Vl-a32-(V 

P 3( a 3 s i n 6  — p 3 c o s  0  )

¡ Pa = h  

y3 =

Ta = +

1 +  V l  -  a32 -  ¡V  

( a 3 s i n  6  — P 3 c o s  0)

il n e  l ui  r es t e  d o n c  q u e  4 de gr é s  d e  l i ber t é .

No u s  s u p p o s o n s  q u e  l es  d e u x  t r i èdr es  c o ï n c i de n t  (c ’est - à-  

d i r e  q u e  l e  t r i èdr e p r i nc i pa l  es t  c ho i s i  c o m m e  t r i è dr e  d e  r éfé-
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rence fixe) en un  p o in t P  du  milieu, po u r le voisinage duquel 
se ro n t valables les équations différentielles que nous nous 
p roposons  d ’écrire. N ous ob tiendrons donc ces équations 
sous une  form e particu lière , in trinsèque, q u ’il fau d ra it bien 
se garder de tra ite r  com m e valables telles quelles dans un 
dom aine fini du milieu, m ais qui peuven t suffire p o u r les 
recherches su r les m ultiplicités caractéristiques p a r exem ple.

L a coïncidence prévue est telle que (1) vient se co nfondre 
avec O x , (2) avec O y  e t (3) avec Oz. D ans ces cond itions les 
form ules ci-dessus se sim plifient et on  a  :

«3 = = 0 = 0

«1 = P2 = Ï3 = •
«2 = «3 = 03 = Pl = Yl = Ï2 = 0

Les différentielles des cosinus directeurs au voisinage de 
la coïncidence son t :

d ’où :

c/aj = 0 
d^ = ¿0 
r f y  i  =  -  r f a3

i/a 2 =  — dO 

= 0 
d 't2 =  -  d $ 3

Lesdites différentielles son t :

d t x =  de  

de„ =  de. 

dz, = d£.

deM = (ej - e2)</0
d*-vz = (s3 - 
dsa  = (.H -  *-Ùda3

ô 2 e,
^  2 —  ^  2 2  ( E2 —  £ l )

Ô2E
a ?

ô 2

B2e

g)'

(“)

+  2  (« 3  -  * . )  t t

+ 2 (si - e2) - + 2 (e, - e2)(f)'
Ô2 £ 3

ô,-2 = T? + 2 1 ' -2(e2 - e,)(ï)‘

ô2ect _ ô 00 ô Û0 620— - - (E, - ES) - + - (E, - S2) - + (e, - ea) —

+
/2e3 - e2 - Et\ /tm, bp3 ôaj ep3\
V 2 Aô.  ̂ Ô.7

b 2 fiq
+ (e3 _ e2) + (E!

& 2

do.§ =  d<xs

dP 3 = ¿P3 
d y 3 =  0

d ’où  l’on  tire  les différentielles des com posantes cartésiennes 
du tenseur en  fonction  de celles de ses param ètres d ’intensité 
(d eL, d z 2, d e3) et de ses param ètres d ’o rien ta tion  (d a3, d $ 3,d $ )  
en  ten an t com pte de l’expression  de ces com posantes ca rté ­
siennes :

ex =  e^ 2 -i- s 2a 2 2 +  s3a 3 2 e t analogues po u r e„, e2 

=  El œl P l  +  «3 *2 0 2  +  ^ s P s  -  Ezz

ô  ,  v ô a 3 à  /  x b ao

“bâ “ ~ Sl) 17 + (£3 “ El) ~b7

- -, Ô2ot3 , (. , -, /Ô0 ̂  j_ Û0 Ô?3\
' (‘3 - H) m;. ̂ (i2 “£i) U ~t, + ̂ 1 7 )

Il suffît de p o rte r ces expressions dans les équations carté­
siennes de con tinu ité  données plus hau t, po u r ob ten ir les 
équations cherchées (£,&  é tan t rem placés chaque fois pa r la 
variab le  qu i conv ien t parm i les 3 coordonnées courantes 
x ,y ,z).

î>2 e 1 b 2s 2 .

ï ?  + a? + (E2 “ El)KM

P our p o u v o ir  transfo rm er les équations de con tinu ité  il 
fau t d ’ailleurs pousser ju sq u ’aux  dérivées secondes. Si le 
tenseur dépend de variables ^  ^ . . .  (don t la  signification peut 
ê tre  quelconque, m ais qui dans l’app lica tion  u ltérieure seront 
les coordonnées couran tes au  voisinage de P ) ses élém ents 
cartésiens o n t des dérivées secondes non-m ixtes, que nous 

£>2( )
no terons — s- et des dérivées secondes m ixtes (notées 

Ô2( )
-— . Ces dérivées secondes s’exprim ent en  fonction  des
Mi
dérivées prem ières, e t secondes m ixtes ou n on , des param ètres 
d ’in tensité e t d ’orien ta tion  du m êm e tenseur p a r  rap po rt 
aux  m êm es variables.

N ous avons ob tenu  les expressions su ivantes (dérivées 
non-m ix tes des élém ents cartésiens d ’extension , e t dérivées 
m ixtes de ceux de cisaillem ent, seuls utiles po u r la tran sfo r­
m ation  des équa tions de continuité) :

+ 2(e3 - E!)

- (2e3 - Si - e2)
/boça ôgg ûog bfrA 
\  ü x  ï>y b y  ôx  )

Î) 2 £ 2  , ^ 2£3

"Hz* ” ~bÿ*

-2(e2- e3)6 ^ 3

b 2t

f* [ ( S ) -  ( 5 ) '

ù x '~ L ôz &z

■'(S) +2<''-'>>(S!)
- 2(E2 - Sl) (''00 ô ?3 80 6(3,

d*  ôz ôz ôx )  =  0
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P ortan t dans ces équa tions les cond itions s 3 =  0, s 2 “

Jj
— E jtg2y  (où<j/ est une constan te ca ractéristique du  m atériau) 

nous obtenons :

ày2 - 4 S - * ■ ( - 4 )  | © ‘- © '

2 ( 1 + t g 2 y

2  e.

)|£
£ I 00

Fy '
ô s ,  DO ô 20

— —  “H --------
b;> b x  bxby

ÔdA
by J

■ 2Mg:

l - t g 2 f
Ô*3 0?3
b x  by

t (!;)
bct3 b& 

b y  bx ‘H

„2 Í Ëîfi . 
B 2  ôz2 

■> ^  

2tg y

■ 2£l'82-v

+ 2®i 1

pEi
\ ù y

l © - ( f )

b

)■

_L Ô£1 ̂  + e &2M
bz by 1 bybz |

+  2 e

+ 2e
;i(

i+tg2f
b0  b a 3 b 0  b a 3  .

b ï  "b 7  +  bz ü ÿ )  =

>05)

ôz2 K ïM S )
be! b a 3 

bx bz

-  2e,
1 + , g 2 T M ô z0 (

f ) ( .

b a : 

bz 

b e j ba. 

bz bx

b 0  *

b 2 a :

bxbz

- 2 e,

1

( S ) ‘
00 b ^ 3 , 60 ô(3;

ÔX ÔZ ÔZ ÔJC
' )

• <p avec

Com pression  m axim a a 2 su ivan t O y'

— in term édiaire <r3  — Oz

— m inim a a L — O x

Les deux cond itions ci-dessus s’exprim en t pa r les inéga­
lités : a 2 >  (J3  >  <?! >  0 .

(3) Il existe en tre  et a 2 la relation  m étrique :

tg T  “  a 2 \  4

<r2  é tan t donné positif, résulte de l’équa tion  ci-dessus et 
a 3 est a rb itra ire  ta n t qu ’il satisfa it les inégalités :

g 2 >  <J3 >  O"!

Les deux fonctions nouvelles son t donc (Tj et a 3 e t les équa­
tions d ’équilibre son t obtenues pa r le calcul su ivan t qui 
nécessite la  déterm ination  des dérivées prem ières de g x g v g zx xv 
dans le cas de coïncidence des axes du tenseur des déform ations 
avec les axes de référence.

Les équa tions d ’équilibre p a r  rap p o rt au x  élém ents ca rté­
siens son t :

ba,
bx

+
<>T„

ÔZ~= 0

so it 3 relations différentielles en tre  les 4 fonctions inconnues

Le tenseur des con train tes peut lui aussi être  défini p a r  ses 
param ètres d ’intensité (les 3 com pressions principales a 1 ,CT2 ,o 3) 
et ses param ètres d ’orien ta tion  définis com m e ceux du tenseur 
des déform ations. Ces derniers seron t a 3' =  a 3 e t p 3' =  (33 

(cosinus d irecteurs de la  d irection  principale de con tra in te  
princ ipale m oyenne) et

p '| =  y  +  —  -  — , (vo ir Figs. 8  e t 9)

ils n ’in trodu isen t aucune fonction  inconnue nouvelle.
P ar con tre  les param ètres d ’intensité a l t (T2 >a 3  en in tro ­

duisent deux. Ils sont en effet soum is à 3 cond itions seulem ent, 
d o n t deux ne son t que des inégalités :

(1) Les con train tes q u ’ils représentent son t tou tes tro is des 
com pressions (nous les com pterons positivem ent).

(2) Leur classem ent pa r intensité décroissante est le su ivan t :

et analogues par perm uta tion  circulaire de x - y z  
avec ax =  c ^ a 'j2 +  cr2oc' 2 2 +  a 3a ' 3 2

et analogues p a r  perm uta tion  circulaire  sim ultanée de x -y 'z  et 
a-p-Y-

=  O l*l'P l' +  ®2a2'[V +  Oü«3'Ps '

e t analogues p a r  p e rm u ta tion  circulaire  sim ultanée de x - y - z  
e t a - ^ - y  les a / ,  P j ',  Yi --- é tan t les cosinus directeurs des 
axes du  trièd re princ ipal des con train tes, exprim ables com m e 
dans le cas du trièd re des déform ations en  fonction  de deux 
d ’en tre  eux

(V> Ï 3  > égaux à  P3, Ya> e t de 0 ' =  0 4- 9 '.

A u voisinage de p 3  =  Y3  =  6  =  les cosinus d irecteurs 
e t leurs différentielles son t

oc/ =  P2' =  cos 9 ' ; a 2' =  — sin 9 ' ; Px' =  sin 9 ' ;

Yi' = Ya' = “3' = ?a' = 0 ; Ya' = 1 
doL^ =  — sin cp'i/O*

=  cos 9 ' ¿ 0  

d"(i =  — cos 9 'i /a 3 — sin 9 'd $ z 

dct2 — — cos 9 'dd  
dfi2 =  — sin 9 'd%- 
d y  2 =  sin q>'da3 — cos <ç>'d$3 

¿/a3' = i/a3 
d p3' =  d(33 

d y  3  =  0

d ’où l’on  tire les différentielles des élém ents cartésiens du 
tenseur :

dax

doz 

d r r

d x u

=  cos2 9  'da-y +  sin 2 9 /í/c,2 +  sin 2 9 '(<J2 — )dü. 

=  sin 2  9 'î/(t1 +  cos2 9 'd c 2 +  sin 2<ç'(gx — a 2)¿/0 . 

= da3
=  \  sin  2 9 '(î/ct1 — d a 2) +  cos 2 9 '(<t1 — <r2)iiO

=  \  sin 2 9 ' ( a 2 -  a ^ ----- — i/p 3

4- ^ cos 2 9  '(< * 1  —
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d z „  =  £ sin 2 cp'(a2 -  O1V P 3  +  — -----y ----- — d «-3

+  £ cos 2 ep'(«T2 -  (T!)rfa3 

Les équa tions d ’équilibre deviennent alors :

b 0  b a q
cos 2 cp' 

-1- sin  2 9 '

1 b(<Tj - a2)
T Ex
1 b(crl - a2)

Y  by

( b y  2 bz 

— > ( - £ - £ ) !

-J- g  ' -  I
\ 2 by 2 \̂  bx 2 bzJ  y j

(t-„,) + ,|(|g-.1|g) + .^ .a

(I-  -  l9'l) -  1 I I cos 2f  + g2 ^

+ *g T -

1 - t g 2 I COS 2 9 '
b a 2 b0  b(33'
- - O’ o — —  ■— —
2 b y  2 b x  2 bz ')

1 0( 0!  +  <j8)  / 2 o 3 -  (O j  +  (J2) \  û a 3 /

+ T  a* + { ------------2-----------j  bz + sin 29̂ -

4 - sin 2 9 '

_1_ ô(o2 - a¡) 
2 b y  

1 b (d 2  -

+ (<J2 “ al) I - Ñ---

2  bx 

1 b ( a 2 +  <7!)

by

cos 2 <p'

+  sin 1

(<r2 - a,) 

^ 2 g 3 -  (g 8 +

b 0 W o \  I
b x  ~ 2 b z j  1

b0
+  1

'  ôP

1 bfi3
=  0.

' bz

■ - Î9’l

b g 2 , b ° b x 3

2 S x
2

“  b~y + 2 b z

+  1
I / b ® 2

^ +  ° :
\ 2 b y 2 b z

)l
bz

= 0.

> - tS2̂y - :?'i) c o s  2<f'{ ~
v  1 2 b* 2  by

sin 2 0 ' í  — - • 
' \ 2 * y

a

2 bx

T(°2'

4 . 4 . ( 2 it3 ~  +  °: 

bz \  2

<fi)

( 
,)(•

bo, _ bfr 
bx by

1 (r, »1 I ô“3 , bp3
)]
)]

b « 3

2 b x

bfis 1 
2  by

b a*
+bz

_ /ô“3 , ÔP3\ _ „
a3 (bT 1 w )  ~

ba g

bx by

O n rem arquera que dans ces calculs la transfo rm ation  
su ivan te  : p erm utation  de x  et y, Gj et <r2, changem ent de 
signe de 9 ' e t 0 , laisse les systèm es invarian ts, certaines équa­
tions res tan t invarian tes, d ’autres perm uten t 2  à 2 .

C om pte tenu de «Tj =  a 2 tg2( —( I  - M) il vient :

E n  définitive nous avons les 3 équations de continuité  et 
les 3 équa tions d ’équilibre pou r déterm iner 6  fonctions savo ir :

—  les 3 param ètres d ’o rien ta tion  a 3 p30,

— la défo rm ation  principale

— les con train tes principales tf2 tf3,

tous les au tres élém ents des tenseurs des déform ations e t des 
con tra in tes se déduisant im m édiatem ent de ces 6  quantités.

L ’é tude de ces équations ne perm et pas, dans les cas géné­
raux , d ’ob ten ir facilem ent des solutions p a r  in tég ration  ; 

'm ais elle perm et de définir des “ caractéristiques” e t d ’aborder 
certains cas simplifiés p a r  l’existence d ’une sym étrie.
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