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Distribution des contraintes a la rupture, forme de la surface
de glissement et hauteur théorique des talus

Stress Distribution and Slip Surface on Embankments

par KorAcsy, J,. dr. Chefde section « Mécanique des sols » du Bureau d’Etudes du Génie civil, Tancsics Mihaly utca 14,

Budapest 1

Sommaire

Calcul dans un massif en terre a deux dimensions, de la surlace
théorique de glissement et de la distribution des contraintes a
la rupture. Application au probleme de la stabilit¢ des talus.

Dans le calcul de la stabilité des talus, ou d’ouvrages simi-
laires, on ne connait ni la forme théorique de la surface de
glissemnent, ni la loi de la répartition des réactions du sol
sur cette surface.

Dans la pratique, la recherche de la hauteur limite des talus
se fait suivant des méthodes variées, comportant des hypo-
théses sur la géométrie de la surface de glissement et sur la
réaction du sol.

Dans cette communication nous avons cherché a déterminer
exactement la hauteur limite d’un talus en fonction des carac-
téristiques mécaniques, physiques, géométriques de sa matiére
et en faisant les hypothéses suivantes, en pratique applicables :

1. Le matériau est homogene, isotrope et pesant de densité v.
2. Le talus est indéfini et la déformation est plane.

3. Le talus est limité par une courbe continue, et les dérivées
premiéres sont continues sauf en un nombre fini de points.

4. La surcharge répartie sur le talus est distribuée de fagon
continue, sa discontinuité ainsi que celle de sa dérivée ne
pouvant exister qu’en un nombre limité de points. La sur-
charge croit de fa¢on continue jusqu’a la rupture.

5. L’équilibre a la rupture suit la loi de Coulomb
T =c - Gtg @

6. Par application de la théoric des minima, on cherche la
charge la plus faible produisant la rupture eflective. L’aug-
mentation de la surcharge au-dela produit la rupture suivant
une surface de glissement sur laquelle régne la distribution
des contraintes due a la surcharge minimum.

L’accroissement de la hauteur du talus, intervient naturel-
lement comme une augmentation de la surcharge.

Soit yy = yo(x) ’équation de la limite du talus; ¢ = g (x, )
I’équation de la surcharge dont les composantes sont g, =
q. (x, yo) et g, = q, (x, yo) (Fig. 1). La surface de glissement
définie par y = y (x) doit avoir une forme telle que la résul-
tante (P) de toutes les forces extérieures ait une composante
verticale P, minimum. Si & = o (x) désigne P’inclinaison sur
I’horizontale de la courbe limitant le talus, on a

c

- i e L0 — = min !
P, ‘/ [CDSI—F'{(,V yo).]dx min! .... (1)

Summary

The equations of the theoretical slip surface and of stress
distribution in earth works are derived in two dimensions. The
results are used at the problem of stability of earth slopes.

Cette [orce est équilibrée par les contraintes normales (o)
et tangentielles (7) sur la surface de glissement. Les équations
d’équilibre s’obtiennent par les conditions de minimum.
Les forces et contraintes sont exprimées en calcul vectoriel,

avec des vecteurs unités /, j et k.

Le vecteur relatif & la surface de glissement est :

= ‘ x
ro=xi - y(x)j = \, y(x) (2a)
o

Celui de la surface de talus est
\ X

p= 2 (2b)
o

Le vecteur normal 3 la surface de glissement est :

o\ ¥

n=_ -1 (2c)
lo

et le tangentiel :

- \ 1

t=y (2d)
[o
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Les vecteurs unitaires sont : ou V=R =1+ y%=ds (2g)

i R 1 L’élément d’arc de la surface de glissement est :
ny=—— = — (2¢,f)
\/n? 4V 2 ds =/l + y2dx (2h)

Les conditions d’équilibre sont les suivantes :

L’équation vectorielle de la résultante des forces est :

c c

7= f (GFg + 1) ds + f [C—o‘: ~+iv <y—yo>] dx=0 (Ga)

A A

L’équation vectorielle du moment des forces par rapport au point O est :

[o} c
- c - _ g -
Jy = 1o) d: f —— + k — =
A j ox(ong + ) ds + [px by +kyx(y yo)] dx =0 (3b)

A A

La premiére comporte deux équations scalaires, la seconde une, comme suit :

(24
/(o’y +’+—>dx~/de—0
\ y
Jl c .. Qo
’j [—c’+ 7y +—+Y(y—y0):|dx fRdx:O
A
“‘0
0
(0
—_ (o] c
J >
“(‘y("y +-)+x[ ] Yo = dx=dex .. Gd
. cos o
\A A

les termes sous le signe somme sont désignés par 2, Ret S.

Pour les coefficients de Lagrange intervenant dans la condition de minimum, on peut prendre comme composantes
des vecteurs :

L’équation vectorielle de minimum s’écrira :

Q=P +2J,+iJ, = min! cel. (da)

ou, en explicitant les composantes des vecteurs :

c

Q=fcow+7(y—yu)+7\ <

A

+u[—y(*(y’ + 7 +x<— 6+

q’a>+)\2[—a+ry+ +Y(y—y0J+

dx = min!
3

'8 o q,
a>+YX(’V Yo) Yo ios
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En abrégeant :
c

2= f(Pv + 240 + 2R +pS)dx = min!
A

(4¢c)

Finalement, en regroupant les termes et en tenant compte de la relation de Coulomb :

[
Q=j :[(7\1—y.y)y’—)\z—ux]o"i‘[)\l_I-L)'+(7\2+1-LX)YI](U‘8‘P+")+
S

L
cos o

+( +)\2+y.x)[

La fonction F sous le signe somme est fonction de deux
fonctions inconnues 6(x) et y (x) et de la dérivée de la deuxiéme.
L’intégrale définie est une fonction de fonctions. On peut
donc déterminer la valeur du minimum par le calcul des varia-
tions. La solution dépend de la résolution de deux équations
différentielles d’Euler.

La premiére s’écrit
d

I\” (5a)

Fo—— Fy=0

En portant dans cette équation I'expression de F tirée de
(4d) on a

MY = — ' 0 Ftgely + Ay —p(r—x)] =0

(5b)
Danslecasou : p =0
on trouve :
MY = +tEe(y + ) =0
d’ou :
c_ oM =2
M ttgod,
dont la solution générale est :
g — A
— B e b —axtb (50)

7= A o+ Bk,

a et b étant des constantes arbitraires.
La surface de glissement est donc plane dans ce cas.

Danslecasou :p #0

on peut diviser pary I’équation (5b)

A X A A
—(y——l)y’—x——zf%-tgcp[—)’ —|——‘+<x—:-—2>y’:|=0

T n A © "
(5d)

En faisant le changement de coordonnées défini par :

3 A
*r,=y——1 E=x+-2 ... (Se, )
i B

+ y( _)’o)] -

¢ 4d)

s )= fF(cr,y,y’)dx=min!

cos a §

Ko

on obtient I’équation différentielle de la spirale logarithmique :
—ny —E+tgo (= +Eq)=0

En passant en coordonnées polaires :

9 =arctg % (5g,h)

=

r=vE +qt
I’équation devient :
r=rtgo
finalement sa solution générale est :
r=rgedwe (51)
ou r, est une constante arbitraire.
Les équations (5¢) et (5i) conduisent a la conclusion que
dans le cas de la déformation plane la surface de glissement
ne peut étre qu'un plan ou un cylindre ayant une spirale

logarithmique comme directrice.

La deuxiéme équation d’Euler sécrit

d
Fy——F' =0 (6a)
dx

1.

En portant dans cette équation la valeur de F tirée de
(4d) on obtient aprés identification :

2uctgp +0) + 0 +px)tge s’ +
+ Oy —enNe =y +2% +ux) =0 (6b)
Dans le cas ot : 4 = 0, on obtient :
o' tge + 20 —y(1+2)=0
d’otlt

P ES
Y Thnte

Enfin en désignant par a, et b, des conslantes arbitraires
la solution générale est :

Xt+b=va +b (6c)
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Compte tenu de (5b) et (6c) on peut conclure que la répar-
tition des réactions sur une surface plane de rupture ne peut
étre que linéraire, et réciproquement. Dans le cas ouu # 0,
I’équation (6b) devient en divisant par (. et aprés regroupement

A
2ctgo +0) + (—2 +x> o'tgo +
N
(6d)
En faisant le changement de coordonnées (5e, ) on obtient

e
2Aotgp +0) +Etgo — 7)o —Y<; +:)=0

\ /

En passant en coordonnées polaires (5 g, h) I’équation diffé-
rentielle devient

20tg<p+2c—;+u’—*{rcos§)=0 (6e)
Dans le cas ou : - X =0
@

on retrouve I’équation de KoTTer [l].
La solution générale est :

-

c=c e—2lso —
o
¢ T y o Y ;
- — & ———_—e%Be (3tgpcos d -+ sin D
gy  2pige 1+ 9tg’o Gee )
(6f)
*
ou ¢ ety sont des constantes arbitraires.
0
En introduisant les relations suivantes :
p . 2 y 1
cp=c¢ r ¢y =
00 2utgy
(6g)

_3tgocosd +sind
T 1+ 9tk

I’équation des contraintes normales sur la surface de glisse-
ment est :

¢ 9
=y Y @) (6h)
avec
r =edke

Cette contrainte normale régne sur une surface de rupture
en spirale logarithmique.

Les calculs mathématiques ci-dessus ne sont qu'une appli-
cation de Ja méthode tridimensionnelle connue (2).

Les paramétres arbitraires des équations de la surface de
rupture et des contraintes seront déterminés par — les 3 con-
ditions d’équilibre — les 3 paramétres de Lagrange — les
conditions aux limites — les limites des intégrales.
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D’aprés (4c) et (4d) on peut écrire
F=P, +MQ + W R +us

Cette équation nous permet de déterminer quand la sur-
face de glissement devient plane. Nous savons qu'alorsp. = 0

Selon la théorie on doit avoir I'identité :
Se=u, P, +11,Q iy R
ol 14, U, et wy sont des constantes.

On doit, dans I’équation (4d), avoir les identités suivantes :

Yo 9a
y cosa

ay’ T+

4,
—o+ W+ -ty -y =
COs oL

11 s’ensuit que, g, T et y étant linéaires, q,, ¢, et y, sont
linéaires (3).

Autrement dit pour qu’il n’y ait une surface plane de glisse-
ment, il faut que la surface limite soit plane et que la surcharge
soit linéaire. Dans tous les autres cas, la surface de glissement
est définie par une spirale logarithmique.

L’interprétation de ces résultats permet de dire que si la
surface limite du talus, ou la surcharge, se composait de plu-
sieurs courbes, il ne peut se produire qu’une surface composée
de glissement dont les différents €léments sont continus et se
raccordent tangentiellement. Les courbes donnant les con-
traintes sont continues. C’est le rayon de la spirale logarith-
mique qui détermine le point de raccordement. Un point
anguleux sur la ligne limitant le talus, ou une discontinuité
(marche) dans le diagramme de charge ne sont que des limites
des parties des lignes correspondantes, réduites a un seul
point.

Les spirales logarithmiques appartenant a ces points ont
évidemment une longueur finie.

1l est intéressant de remarquer que les conditions définissant
la surface du talus et la surcharge n’interviennent pas dans
les équations qui déterminent Ja surface de glissement et la
contrainte sur cette surface. Elles n’interviennent que dans
la détermination des parameétres.

Considérons le cas d’un talus avec une surcharge constante g
(Fig. 2). L'angle en B est 3. Comme il y a un point anguleux




en B la surface de glissement est composée. La droite "AE de
la surface de glissement correspond a la droite A8 limitant

le talus, et CD 2 CB. Le centre de la spirale ne peut étre que B
car elle se raccorde tangentiellement aux deux droites.

L’angle de AB et de AE est

?
5 (72)

INE!

car AB est la direction en A4 de la plus grande contrainte
principale de compression. L’angle BCD est

b=
b=T4 (1)

parce que BC ne peut étre que la direction de la plus petite
contrainte principale, ici une traction.

La Fig. 2 montre que I'on a :
b b
AEB<=7+<p; BDC{=7—tp; ABE <t = =«

CBD X =V{; AE=rp; CD=rp

La contrainte normale a la surface de glissement au point 4
est a la rupture :

64 =CCOSQ (T¢)

De méme, au point C, dans le cas d’une surcharge ¢ normale
a BC:

gc =g(l —sing) —ccoso (7d)

La contrainte tangentielle étant :
T=06tgo T ¢
Etant donné la simplicité du calcul nous calculerons les
deux composantes de la contrainte sur la surface de glissement.
L’une désignée par p est dirigée suivant le rayon de la spirale,
’autre, la cohésion c, est dirigée suivant la surface du glissement.

La premiére est donnée par :

G

P = (Te)
cos @
sur la Spirale logarithmique d’équation (6 h) on aura :
\
c
p=arto aylon Lt (D
sin @ \ 059
avec
' ¢
¢ O et o=t
cos @ cos ¢

La composante p sur la surface plane de glissement se décom-
pose en deux parties, I'une constante, I’autre variable.

Draprés (7c) et (7d) les contraintes constantes en 4 et C

seront
ps=c g

(7h)

les contraintes aux points D et E deviendront alors :

e S ( So_ ‘)_# eyt o Sne 4 5,

Pip = Pp — Pc = Cofp Sin@+Y\rDcosqa+C1 tg¢+c Co’p ‘ Nno [g"!;+Y rbcosgoq'_c1
(i)
Pun=Pc=E$~ ()

c " fe 1 +sin o "t :

Py —ps— et — S ,-<,4+c>_¢-: - g JE ) 7k
Pie = Pr — Pa o' sin @ Y bCOS(_’) 1 Cor'e c sing Y rEcosgo ‘71/ (7k)
Prie = P4 =C [@)))

Les conditions aux limites permettent ainsi de déterminer une partie des constantes d’intégration. Il reste comme cons-
tantes inconnues, ro pour la surface de glissement, et ¢, et ¢; pour la contrainte. Si la hauteur est donnee, ry est connu et la

surcharge devient I'inconnue.

Pour déterminer les 3 constantes inconnues nous écrirons les 3 équations d’équilibre en tenant compte des relations

suivantes (Fig. 3a et 3b):

Ip=0—g HBy=8-7

‘l . .
tgr= —, cosh =4 /L =8N®  gngy=(/LFSINP  cost=sing sinT=cosy ds=
T v ¥
tgy 2 2

8=B+e—-%, rg =rpedte  tgd =

I +sing
cosp

cos ¢
1 —sing’
®)

gy
cos®
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Fig. 3

L’équation d’équilibre des momesnts au point B est :

92

(P1e Pre P P
(—6- — = —c) refcoso — ¢ / r2d9 — (ﬂ +%’+c> rp2cosp + 2grpcosY +

9 cee. (92)
rgd 2 1

+y 5 cosg cos @ | = cos 9y +t3 sin (Bp—0) |=

La résultante suivant ox est (Fig. 3) :

.

9o

[

1
cos 9g 33 sin (8¢ —cp)] +.} r3cos§}d9+‘(r

9o

s s

~

1
(EI—E- +p"g)rgcos§}s+crEsin(SE—<p)+ > / nrcos«‘}d9+—L- rsin(@-o)dd -
4 ?J cos®

/ cos™
9 L] ceen (Qb)

/ \
2grpcosdsine — (‘D'TD +p”D) rpeosdp —crpsin@p, — ) =0
\ /

La résultante suivant oy est :

Be o
{P1g \ 1 Ay é A
—|———‘—p1"; resindg —crecos(dg — @) — ——— [ nrsinddd — — [ rcos (¥ — ) d¥ +
/ cos?p cosQ
9 % 9¢)
-Z-quncosnf.lcose—<p£—n+p,m)rpcos{)p—crncos({}p <p)+y cos@»}——[ dd I—Y—cosrg—o
%
Les valeurs des intégrales indéfinies des équations précédentes sont :
. v v [ 9+ 3t &
R dd = —— X frap =2 Y [rcosgdy =Y ,p WMV TIBPCOST ¥ f
2igg 2) atgo 3 f 3 1+9tg%0 3

- oy - . 2 s
=i nrcos ddd = { rzfcosé}dx‘}J.—l-cl rcos«‘}dﬁ—% /‘rcosf)d{)J,—i rlcosddd =
cos?, cos?¢ cos® sin2p cos @




- xr
T cos?o (1 + 9tg2o)

——crsin(9+<p)—!—cor“sin(ﬁ—(p), ‘%? / rsin(® —@)d¥ = —crcos®

- -
—'z—fnrsinw%}: T /rﬂfsinws+ﬂfrsinws— 2c frsinad3+ ”_OJ,-xsin943=
cos?o costo cosQ sin2p cos @

[(l 4 sin? @) cos @ cos® ¥ + (1 + 4sin? @) cos © sin? ¥ — (1 — 4sin? @) sin ¢ sin 23]

2 in?
<l + Zzsm ? cost$ + cos? @ sin?¥ + cos ¢ sin @ sin 23) +ye,rsin(® + o)

_ 1
" 4cososing (1 +9tg2o
— yegreos (¥ - cp)+».c—rcos(«‘}+<p)—cor‘lcos(é)—zp), £ /rcos(&—q;)d«‘}—crsm«‘}
€ose . e (10

En substituant les expressions (7i), (71) et (10), I’équation (9a) deviendra :

rig

cos 1 + sin ]
CrZE__Z(P % e fr + clrzgcosqo)—cr25—6t (P(‘9+c0‘6(‘°_cr5cosq,_621g(?
r’p cos cos® 1 —sino cos @ cos @
—qrlp —— +crtp — — (erD~cerDcos<p) Crzb——étgga qr2D6tg<p_C°

2tg 0 a DZtgL"J 2
1 i 5
—cripcoso + 2gripcosty + vy rie cos<p|—cos«95——sm(«‘}s—cp)| : %(r"sfs—r"nfn)Jr

2 1
+yrip hadh [— cos p — —sin (Bp — :p)—I =0
2 _3 3 B (11a)
(9b) deviendra :
A 3 14 3

-Y <r25 Cc{:@ +¢ r,,_-‘) co; Zie rg %‘D cos e — cpre! s vE crecos®e + cresin ($e — @)

.2

- m [(l + 2sin% o) cos® 9& + 2 cos? ¢ sin® $£ + cos ¢ sin @ sin 28] — yco re~!sin (% + @)

9 2

Yer sm(s“f_(Pi) —corglsin (9 — @) + m [(l + 2sin%@) cos? $p + cos® o sin 9o +
in (8p +
-- €0s © sin © sin 29] +yecyrpsin(@p + @) — chsLn—(—si———:)w@ + cgrptsin (Bp — @) —
cesd
—crgeos®g +crpcosp + 2grpcosdsine — y (\r cof:Q +a r,,) 7,.‘3 -
| —sin o cos &p cos 9o cos 9p R
+erp m cos &y + qr,,m —cor,,—lT —qrp ® 0 +erpeostp +erpsin(®p —c) =0
(tib)
et finalement (9¢) donnera :
1 +sin o i
ne ‘S]LW7<-r,_-sm.‘)g~cr,,;ccs(35—q,)

sinfly — ¢y re 3

fe sin 95
— Y\ re @Tc,rg 3 +crET

cos

2
Yk [(I — 4sin® ) cos o cos® Iy + (1 + 4sin®o)cospsin? Py — (1 — 4sia®9)sinosin2 Sb] +

" 4singcos?o(l + 9tg )
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cos (D + @) i yro®
+yeyrecos(Be + ) —cre o +cgre7tcos (e cP)+4s'mcpcosztp(l o0

r
l(l —4sin? @) cos @ cos® I +

cos (D + ) 2

—‘—(l+4sm2(p)coscpsin2‘%—(l~—4sin2(p)sin(psin29|—Yclrpcos(5D+(p)+c o
\ sin &
— corpcos (8p — ‘P)—”55“195+¢’051H5DT2¢1’DCOS¢'C°SE—V(’nc—ofs(P +1:er) in 9p
1 —si in & . sin & 9
Sm(‘osin30+qr05m—n—c0r0“sm n—qu,sm‘D+chsm%}n—chcos(9‘n—¢)-
21gy 2 ig
2

T D sin
(119)

+ yrgt ——(-P-i—'fr C—r—(P+
S Zi Y4!g(p 4tgcp

L’expression finale de (11a) sera
cos U 1
ﬁ? | redcosB (g + tgo) Gtgo + tgh) — r,_,:’cose(llg—‘# — tg<p><3 tgp — tgz‘) +
=0
(12a)

1
+e4 (e 7,D2)____|,E21g¢_r0 '_g__l '_u].l

Si v est nul, le matériau est non pesant et nous obtenons la solution de Prandtl (4). L’équation (12a) permet de calculer

3
2 cos e+
ot

Pinconnue ¢;
—4cosy [ rE"
—— | t t 3t t
Yl+9tg<pl COSB(g¢+ gf) Btge +tgf) —
1 ( rg? 1 1
t Jtgp +tee ) | + tgd — - —
(tsv ”)\ ¢ >J 'B?\'e -t v sz—rnz tsv) 5* — o’ gy (12b)
La forme finale de (11 b) sera :
h N
—'"om;cpl 1cosS,,<g-1- tg(p+2tg9,>+rD'1c059,,(tgn}J—tg(p—Ztg&D)J
/1 \
-y [rgcos3,;(tg¢+tg(p+2!g1(}a)+rDC055D(@—tg<p—2tg9n>:|+

cos ¢ 1 cosd [
Z‘r rpCOS € <3 tge — lg_\b> cztgi“;lrtcosﬁtgq;(l gh + tgd) +
Y E%oszsalngzﬁwr(tgsb+3tgtp)tg«‘>s4

/ 1
(3tge —— )| - ————
+r,,coss\»3 ge tg¢>] 2(1+9tg2q))(
| tge) |
-3t tg 9 ——— —— =
' ”)g D+(-Js“« tg¢>J\ e (126

+tgd(tgd +tgg) I - rD2c0521()D[2tg21(}D - (lgy

+q
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La forme finale de (llc) sera :

1
COZS(P 2r5‘100535|: 2+< - tg(p) tg«%] + rp~lcos ¥p [2+(tg¢ +tg ) tg&o] : -

—c
1
— &Y | rgcos¥e [(tg\,’; +tgp)tgde — 2] + rpcos ¥p [<tg_¢ —tg(p> tg%u+2] : +
+‘ﬂ}r cos e 3+— +¢ cosy —rgcosB(tgPtgd +3) +rpcose t—g—E—H —
2 b ey Ztgcp re gpigy D )

Y

- m rE200523E [tgqu + 3tg2@) ngSE - Ztg'p(l -3 tg¢ls¢) tgde + (I — 3tg2<p)]

1 \
— rp2cos?§p [(ther +3tg2(p)lg21()‘p —-Ztgcp(l + —>tg39—r 1 —31g? (p] :—&—

coso [, /tgd 2( 1 ]
+ v — 4 1)+ - —: =0
Ta [B <tg<9 P\ teeted (12d)

En éliminant ¢, entre ces deux équations, et ensuite en tirant vy ¢; de (12b), nous obtenons :

cos? ¢ rp ‘ !
Lo Loy o b+ — | -
2 cos (8 ~+ s)rE 8tg (B + ) 3<tgv+tg¢

_ e ooty _ LN (e e ey
tg(p 7 cos (B + ¢) [8 tg (@ + €) 3<tgy + ” V>:| <r€ " tg2d ) +
1 ’ ‘
+ YCOs 9 rglcosde | — 2 + —tgp )tgde | +rolcos9p [2 4 (tgd +tgo)ted)p !
4(1 tgq; )

s refcos? 822182 9: + (tgd + 3tg @) tg e + tgd (tgd + tg )] —

1 1 1
— rp2cos?9p [2 tg2 9p — <tg_4: —3tg '<p> tg S + — b <@ —tg <P> < +

Y% R _1 ] _
+8tg(p(l+9tg2(p)[ cos%h;(gdrJ tg(p+2tg5}z>+rn cosdp(tgd +tgo — 2tgdp
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Fig. 5

Cette équation donne la relation entre I'angle, la hauteur, le poids et la surcharge ¢ du talus.
Elle conduit a deux cas connus :
1. Talus vertical (Fig. 5a).

On a donc :
=0 55 i et —
=§=0, =—, rg =r, rp=—
i ! 2 ETIPEIP T sind
La hauteur du talus est donnée par :
4 2
H="St b — 4
- ¥
2. Résistance au poingonnement du sol (Fig. 5b).
On a donc :
3 B
e=0, 5 ==, B=metry= d
2 ) . 2cos¥
L’équation (12¢) donne I'expression de la rdsistance ¢ f au poingonnement
. (l+35inc9-%»Zsin?go)sg““”’-:—(l—25incp)cosrp ¢ /1 +sino "83
q=gf=vyBsing - . =3 fp—f e —1)
(1 —sing) (1 -+ 8sin ® ) tgo \ 1 —sing

Expression connue.
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