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Consolidation des Couches d’Argiles

Consolidation of Clay Layers

par J. M a n d e l , École Polytechnique, Paris, France

Sommaire %

On étudie: (1) le tassement, par consolidation, d’une couche 
d'argile de grande épaisseur, recouverte par une couche perméable de 
compressibilité différente. On considère l’équilibre final sous une 
charge concentrée, le tassement sous le centre d’un pilier chargé et 
l’évolution du tassement en fonction du temps.

(2) le tassement, à la fois par fluage et par évacuation d'eau, d’une 
couche d’argile soumise à une pression uniformément répartie. On 
admet que, sous une contrainte effectuée constante, la déformation 
est proportionelle, d’une part à l’écart entre cette contrainte et une 
valeur limite (seuil de Bingham), d’autre part à une fonction déter­
minée du temps mv{t). L’auteur donne une solution générale du 
problème et une application au casoù m„(t) = ata avec a <  1. On 
examine sommairement les problèmes à trois dimensions.

Consolidation Primaire

Dans notre communication 4/20 au 3ème congrès international 
de Mécanique des sols, nous avons donné une solution approxi­
mative du problème du tassement d’une couche de grande 

épaisseur, en simplifiant quelque peu les conditions à la limite 

imposées. Nous donnons maintenant la solution du problème 

correspondant aux conditions à la limite, exactes.
Hypothèses de base — Nous admettons que les déformations 

de l’ossature solide sont liées aux contraintes intergranulaires 

par les relations linéaires classiques de l’Élasticité. Ce pro­
cédé soulève 4 objections :

(a) Nous ne tenons pas compte de la viscosité de l’ossature 

solide.
(b) La linéarité des relations ne peut être qu’une assez 

grossière approximation.
(c) La réduction à 2 des coefficients suppose le terrain 

isotrope. Chacune des couches est en outre supposée homo­
gène.

(d) L’existence même de relations univoques entre contraintes 

et déformations est fortement criticable ; on ne peut l’admettre 

que si les contraintes évoluent toujours dans le même sens.

Si imparfaite que soit une solution développée dans le cadre 

de l’Élasticité, elle nous a paru être un point de départ valable, 
à partir duquel des améliorations diverses pourront être entre­
prises pour serrer de plus près la réalité.

Principe de la solution — Ce principe a été exposé dans notre 

communication précitée. La solution s’obtient en superposant 
la solution correspondant à l’état d’équilibre définitif et une 

série de solutions dites ‘propres’ satisfaisant aux conditions à 

la limite rendues homogènes. On envisage seulement le cas 

d’une charge ponctuelle appliquée à l’instant t à la surface du 

sol et maintenue constante par la suite, car, par superposition 

(les équations étant linéaires), le cas d’une charge quelconque 

s’en déduit. Le terrain est supposé constitué par 2 couches 

(Fig. 1). La couche supérieure, d’épaisseur h, est perméable. 
La couche inférieure (argile) est indéfinie, de faible perméabilité 

et saturée d’eau initialement en équilibre.
État d'équilibre définitif ■— Au bout d’un temps infini après 

application de la charge P  l’eau a repris son état d’équilibre et 
les contraintes produites par la charge sont entièrement trans-

Summary

This paper studies: (1) the settlement due to consolidation of a 
thick layer of clay covered by a permeable layer of différent com- 
pressibility. The final equilibrium state for a point load, the settle­
ment beneath the centre of a loaded column and the variation of 
settlement with time, are considered.

(2) The settlement of a layer of clay due both to water migration 
and viscous flow of the clay when subjected to a uniform pressure. 
Under a constant effective stress the strain is assumed to be pro- 
portional, first to the différence between this stress and a threshold 
value (Bingham’s value), then to a function mv{t) of the time. The 
author gives the général solution of the problem and applies it 
especially to the case where mv(t) = ata with a <  1. Finally, three- 
dimensional problems are briefly studied.

mises aux grains. Pour calculer à ce moment le tassement 
aux différents points (M) de la surface du sol nous utilisons la 

solution de Bu r m is t e r  (1945).

Pour chacune des couches les équations de l’élasticité sont 
satisfaites par les expressions suivantes des composantes £, £ 
du déplacement:

Ç 2 /a drdz

?_ J . [ a - 2 , ) v ^  +  g  +  ig  . . . . m

avec:

d, =  \—emz — —e~mz +  Czem- — D ze-m~ Y -^~ ^  ___  (2)
T im  m 1 m

/x est le module de cisaillement (ou de rigidité), v le nombre de

Poisson, m  une constante positive indépendante de la couche 

envisagée, A, B, C, D  des constantes dépendantes de la couche 

envisagée (A2 =  C2 =  0). J0 est la fonction de Bessel. L’ex­
pression de la dilatation cubique 9 est:

6 =   ----- — [Cemz — De~mz]mJ0(mr) . . . .  (3)
H-

Si, à la surface libre (z =  — h), les conditions imposées sont:

t „  =  0 <rz =  m J0(mr) ----- (4)

(rrz: cisaillement, a2: contrainte normale sur la surface libre),
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ces conditions et les conditions de passage dans l’interface 1-2 

permettent de calculer A i, B u C u D u B 2, D 2. On passe de là 

au cas d’une force ponctuelle P  à la surface du sol en intégrant 
par rapport à m  de 0 à +  oo et en multipliant par — P/2n. 
Le déplacement vertical £ en un point de la surface libre peut 
être mis sous la forme :

c = P  1 -  V
2tt  H! ’ 13 /  à(mh)J0(mr)dm\ ----- (5)

en posant: 

S(x) =

N i =

N i +  N 2 +  4N ,(x  +  x 2) -  2N 1N 2e~2x 

e2x -  {Ni + N 2 +  4N lX2) +  N iN 2e~2x

M -  1
M  +  3 — 4vi

N 2 =
M {3 -  4 v 2) -  (3 -  4v{)

M(3 -  4v2) +  1

M  =  —
V-i

(6)

(7)

Pour </> =  2

\2 !  1 -  ri

Pour M  très grand l’expression asymptotique de F(<f>) est:

=  . . . .  (9)

ou:

_  M(3 -  4v 2)

3(1 -  vj)(l -  v2)
dy

+  J>3

La Fig. 3 donne les valeurs de R(x) calculées par H ogo  
(1944).

Fig. 3

Pour M  =  1 et rj =  v2 on est dans le cas d’un terrain homo­
gène et l’on retrouve la solution de Boussinesq (Ni =  N 2 =  0, 
d’où F(<f>) =  0).

Pour M  =  1 et vi 5* v2 on a: N i =  0, N 2 =  ^ -----— et:1 — v2

F(tf>) =  ^  Ar2p(sin2 <f> +  4p 2 cos2 <f>)~i

p =  1 , 2 , . . .

Si l’on pose:
mp =  v

d’où:
mr =  v sin <j> mh =  v cos <f>

(p, ij> coordonnées polaires du point H )  et:

roo
F(<f>) =  S(v cos 4>)Ja(v sin <f>)dv 

■I o
il vient:

W ) ]  

p J
(8)2tr n i

Nous avons calculé F(<f>) pour les différentes valeurs de M  et <f> 
(Fig. 2: les courbes en trait plein correspondent à vj =  v2 
=  0-25, les courbes en tirets à vi =  0-25, v2 =  0-5).

Fig. 4

Les courbes N 2 =  C‘e sont reportées sur la Fig. 4 qui met ainsi 
en évidence l’influence des nombres de Poisson (pour M  =  1).

Les résultats précédents permettent de calculer le tassement 
produit en un point (M ) par un pilier placé à une certaine 

distance de (M ). S’il s’agit maintenant d’évaluer le tassement 
sous le pilier lui-même on doit intégrer les effets des charges 

élémentaires dans l’aire de contact. Nous avons fait le calcul

produit par une force concentrée 

: caused by a point load
Fig. 2 Tassement final 

Final seulement
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pour un pilier circulaire de rayon R  (Fig. 5) en supposant la 

distribution des pressions uniforme (charge totale P). Le 

déplacement £ du centre se met sous la forme:

ï  =  P  1 ~  4 . g ^ 1
 ̂ 77 / X[  L/f D \

où

D  =  {R2 +  h2)*

Les valeurs de G en fonction de M  et w =  arc tan R/h  sont 
reportées sur la Fig. 6 (courbes en trait plein: =  v2 =  0-25;
courbe en tirets : v1 =  0-25, v2 =  0-5).

Le tassement définitif correspond à la vraie valeur de v2 
tandis que le tassement initial correspond à v 2 =  0-5.

Tassement différé: équations générales —  Pour la couche 

d’argile les équations d’équilibre compte-tenu des forces de 

courant s’écrivent:

_L_ T  \ 8 ^  T  S a )  8U
I(A +  2^ ê ?  ~  2/1 ̂  =  ^

ou:

dz

fdcu

dr

or r oz 

9 -
3/- dz

\ _  Su 

) ~  Tz

. . . .  (10)

i- U
t,'? /

1 h \ \ / o
i /_____________V_____________

T777777777777/7777777777777

Fig. 5

u est la pression de l’eau en sus de la pression d’équilibre; À, /x 

sont les 2 coefficients d’élasticité de Lamé. On en déduit:

V2« =  (A +  2/x)V20 . . . . ( 1 1 )

D ’autre part, d’après la loi de Darcy:

* * * * *  
e t y w

k w: perméabilité de l’argile, y*,: poids spécifique de l’eau. 
D ’où:

57 "

ou:

_  k w(k +  2/x)
Cy ■

Yw

Solutions propres — Elles s’obtiennent en posant : 

B{r, z, t) =  ô(r, z)e~sl u =  u(r, z)e~sl etc. 

On satisfait à 12 en prenant:
+
6 =  (sin nz +  13 cos nz)mJ0(mr)

(12)

et
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s =  (m 2 +  n2)cv (13)

expressions de la forme (1) avec 4 nouvelles constantes A, B, 
C, D. En exprimant les 4 conditions de continuité précédentes,

la condition u =  0 pour z =  0 et les conditions à la surface 

libre: àz =  0, r rz =  0 on obtient 7 équations linéaires homo­
gènes entre A, B, C, D , /?, y, e et le groupement

g - t Æ + *î')
Ces 7 quantités sont donc entre elles dans des rapports déter­
minés, fonctions de mh et des coefficients d’élasticité. En 

particulier :

fi =  XY et g  =  p(mh)fi

d’où:

fi = (p  — 1 )m 2 +  pn2
(15)

et de là il est possible de remonter aux expressions suivantes 

satisfaisant à 10 et 11 :

u =  [sin nz +  /3 cos nz — xYe~mz](^z +  2/x2)»7/0(m/-) 

f  =  j[y(l — 2mz) — e]e-mz

"t
+  m2 ■[. n2̂ s*n nz +  fi cos — ^yc“m2) |7 1(wr)

£ =  j [ — y (l +  2wz) +  e]e-mz

-  - 2 ^ — 2 [^C0S nZ ~  P sin +  Xye_mZ]}^o(W'-

. . . .  (14)

fi, y, e, m, n sont des constantes et x  =  (4/x2)/(A2 +  2/x2).
+ + + 4*Il est possible d’assurer la continuité de £, az, r TZ dans 

l’interface 1 — 2 (z =  0) en prenant dans la couche 1 des

a>—■*-

Fig. 6 Tassement final sous un pilier
Final settlement under a column



avec: 
p(mh) =

2 1 -  N j e2mh -  (N } +  N '2 +  ANimVi2) +  N 1N '2e~2mh 

X 1 — N ' 2 1 +  JVj2(l +  4m2h2) — 2N 1ch(2mh)

N ’i  est la valeur de N 2 pour v2 =  0-5 (formule 7).
Les constantes m e t  n restent arbitraires.
Développement de 6œ (valeur de 9 dans l'état final) — D ’après 

la méthode générale on doit développer en une série de 
+

fonctions propres 8, série qui dans le cas actuel devient une 

intégrale de la forme :
rao rco +

tfoo =  I dm  I tp(n, m)6(n, m)dn 
J o J o

Or d’après 3 : 

0m =  -
P(1 -  2 v 2)  r®<•00

j D 2(mh)e~TnzJ(l{mr)mdm
2 t t [i 2 j  o

On doit donc représenter e~mz sous la forme : 

r® r mn
=  J  a(n, m) ĵ sin nz +  -----

'o l  (p  — 1 )m2 4- pn2 j

On obtient, par des considérations que nous n’avons pas la 

place d’exposer:

, _  (2p -  l)j3
} irm(\ +  £ 2) 

fi désignant l’expression 15. Alors:

é(n, m) =  — — D 2(mh)a(n, m)
2-irfx2

Tassement â l'instant t — Dans une solution propre le déplace- 
+

ment £ à la surface libre est de la forme /3<f>(mh)J0(mr), <j> étant 
une fonction que nous n’explicitons pas. Par conséquent à 

l’instant t  le tassement sera:

£ =  £œ — f dm  f ip(n, m)f}<j>(mK)Jçj(mr)e-('ml+ni)c»,dn 
J o J o

- u + r 8-1* * !!, -
/*00

x Jo r+ p*
Remplaçons /3 par l’expression 15, « par m x. Posons: 

D 2(mh)<f>(mh)p(mh) = — K(mh)

2 t t [l 2 j  o t t  m

-e-(,m1+n2)cvtdn

et:

f(mh, m(cvr)i) =
2 p ( 2 p  -  1 ) '00 g - ( l+ x 2 ) m 2 C vt

'Hr- r
dx

P{ 1 -  2v2)rœ

Il vient:

L’intégrale/ peut être transformée en: 

f = p (  1 — erf m(cvt)i)

-f K(m h)fim h, m(cDt)t)J0(mr)dm. 
J o

-  (p  -  \)e r ” ( l — e r f------ i/wOv)*)

comparaison avec l’expression 5 appliquée à l’état initial et à 

l’état final :

K(mh) =  [8(mh, v2) -  8(mh, ^

ce que l’on peut vérifier en explicitant la fonction </>(mh). Pour 

t infiniment petit: / =  1 — (2lVir)(2p  — l)(m cvt)l/p  +  . . .  

Donc au début de la consolidation le tassement croît comme 

(CuO*. Pour les grandes valeurs de t, par le changement de 

variable : m(c„t)t =  v et en remarquant que K(0) =  / 0(0) =  1 
on obtient:

« « - 5 =  v)d’  - ■ ( m  

L’integrale est égale à

4 =  [ 1 -  -r= L2 .. .  arc tan V T £ > 21
V 77 1 — 2v2l  V I  -  2v2 v2 J

1 - .
(1 +  0-5v2 +  v22) V  7r 

Degré de consolidation —  Nous désignons ainsi le rapport

U = t -  to
U  ~  ’Co

f K(mh)[l — f(m h), m(cvt)i]J0(mr)dm 
Jo___________________________

ÇCO
K(mh)J0(mr)dm

■>o

fonction de r/h, (cvt)t/h, M  =  fiifri2, vu v2. Nous avons 

calculé ses valeurs numériques dans les cas suivants :
(a) M  =  1, vt =  0-5, v2 =  0-25 et 0-5 (certaines valeurs ont 

aussi été calculées pour v2 =  0). Les résultats sont reportés 

sur la Fig. 7 (courbes en trait plein: v2 =  0-25—  en tirets: 
v2 =  0-5). En ordonnées nous avons porté la quantité 

(c„/)i/p multipliée par le facteur 1 +  0-5v2 +  v22 qui assure 

une coïncidence approximative des courbes U  =  Cte relatives 

aux diverses valeurs de v2. La solution du cas particulier d’une 

couche unique (h =  0 d’où K  =  1, p  =  (1 — v2)/(l — 2i'2)), est 
donnée sur la Fig. 7 par la ligne <f> =  90°.

(b) M  très grand. Sauf pour <f> très voisin de t t /2 l’expression 

asymptotique de U  est dans ce cas indépendante de <f> :

U ■■
3V 3 a -  1 f“ r,

=  3 T  r ^ F d  [1 “ / ( ° .  *V)];
dy

(1 +  y 3)(a +  j»3)
ou:

2(1 — v2) h

Les valeurs de U calculées pour v2 =  0 et v2 =  0-5 sont 
reportées sur la Fig. 8. En abscisses on a porté

(16)

(17)

v 2

ce qui assure une coïncidence approximative des 2 courbes.
Pour l’ensemble des valeurs de M , on peut penser d’après 19 

qu’en gros U  doit dépendre de l’expression

(20)

(18)

ce qui permet de la calculer au moyen des tables de la fonction 

d’erreur
2 rx

erf x  =  —p? e~u*du
v 77* 0

Pour t =  o o , / =  0. Pour / =  0 , / =  1. On en déduit, par

(1 +  0-5r2 +  v22)(1 ~  *i W ,  vi) ~  F(<f>, j) ]  (c„f)l 

M ( 1 -  2 v 2)  p

On vérifie que pour une même valeur de cette expression 

(égale à x / l  ■9 pour M  =  oo et v2 =  0-25) les valeurs de U pour 

M  =  1 et M  =  oo sont peu différentes.

Consolidation Secondaire

L’observation des tassements dits secondaires conduit à 

assimiler l’argile à un corps visqueux. Les expériences faites 

par divers auteurs (Geuze, Haefeli) mettent en évidence une 

viscosité du type de Bingham. La présente étude est basée sur 

la conception suivante :
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Si, à l’instant 0, est appliquée sur un échantillon d’argile 

consolidé et en équilibre une surcharge P  maintenue ensuite 

constante, il en résulte, si P  dépasse une certaine limite Pi une 

déformation q fonction du temps t, telle que :

q =  (P -  P i m )  . . . .  (21)

Si maintenant la surcharge appliquée P  est une fonction de t 
à tout instant supérieure à P u les effets de la surcharge initiale 

P(0) et des surcharges élémentaires dP  =  P '(r)dr  appliquées 

pendant les intervalles de temps dr  s’additionnent de telle sorte 

que:

q(t) =  (P(0) -  Pù4>it) +  \ ‘ P'(r)4>(t - r ) d r  . . . .  (22) 
Jo

D ’autre part si P  désigne la pression verticale effective :

P  +  u =  P 0 . . . .  (24)

Si P0 <  P i aucun mouvement ne se produit. Après ex­
pulsion d’une très petite quantité d’eau, la pression u tombe à 

zéro et P  prend la valeur P 0.
Si P 0 >  P i on a d’après 22:

-  6 =  [P(0) -  Pi]mv(t) +  f p ' ( r ) m v(t - T ) d r  . . . .  (25) 
■l o

A  l’instant 0 on doit avoir 6 = 0, l’eau ne pouvant s’évacuer 

instantanément. Donc, si mD(0) ^  0, P(0) =  P i d’après 25. 
Le résultat est le même si w„(0) =  0 mais »i'„(0) =  00 . En effet:

-  f  =  [P(0) -  P +  P \t)m v(0) +  \ ‘p'(r)m '„(t -  r)dr

. . . .  (26)

Or d’après 23 (8B/ôt)0 est fini. L’équation 26 appliquée à 

l’instant 0 montre alors que P(0) =  Pi.
En éliminant P  et dd/Bt entre 23, 24 et 26 il vient alors :

k „ 8 2u , Ç‘ , ,
^  sF2 =  +  J0 W ^  -  ^ T r dT ■■■■ (27)

Fig. 7 Degré de consolidation lorsque m  =  ^2 

Degree of consolidation when /n = /12

Tassement d'une couche soumise à une pression P 0 uniformé­
ment repartie (consolidation à une dimension) — Le tassement 
s’effectue à la fois par fluage et par évacuation d’eau dans la 

direction de 0z perpendiculaire à la couche. L’épaisseur de la 

couche est 2H, ses 2 faces sont filtrantes.
D ’après la loi de Darcy, si u désigne la pression de l’eau en 

sus de la pression d’équilibre, y w son poids spécifique, k w la 

perméabilité de l’argile, 6 la dilatation cubique de l’ossature, on

s e _ k ^ s h i
et Y w dz2 • •••  K }

Fig. 8 Degré de consolidation pour fti//i2 très grand
Degree of consolidation for a very high value of /j-iIk

Cette équation définit la fonction u(z, t) lorsqu’on lui adjoint :

(a) les conditions à la limite: u =  0 pour z  =  0 et z  =  2H  

(faces filtrantes) quel que soit t.
(b) la condition initiale u =  P0 — Pi pour t  =  0, quel que 

soit z.

On peut comme l’a fait Terzaghi envisager d’autres formes de 

la condition initiale, c’est-à-dire prendre plus généralement 
comme isochrone initiale u =  u0(z).

Solution générale de 27 — Elle s’obtient sous la forme d’une 

série de solutions élémentaires :

uj =  sin J =  entier impair

satisfaisant aux conditions à la limite. En posant :

( j2,n2k  w)l (4H 2y w) =  Cj

nous obtenons:

-  C jfjit) =  m M f'jO )  +  {‘ nïJLt -  r)f'j(r)d r  . . . .  (28) 
J 0
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Supposons cette équation résolue. En posant: 

u =  ^ (29)

y= 1, 3,5...

I -Aj s i n ^  =  u0(z)

en posant :

gj(t) =  f fj(t)d t 
J o

/  =

1, 3,5...

d'où:

gj(f) = ( l - e

yj(t) =  1 -  e

et l’on retrouve les résultats classiques.
Cas où l'isochrone initiale est parallèle à Oz — u0(z) =  C,e 

Dans ce cas :
A 4u0 4 ( f 0 - P i )

7 777 717

Si l’eau s’évacuait instantanément, le tassement serait:

/, =  2(P0 -  PÙHme(i)

Appelons degré de consolidation hydrodynamique le rapport

U =  . D ’après 32 et 33 :
'1

et prenant, comme on peut le faire: f j ( 0) =  1, la condition 

initiale :

U _ 8 V  y j(t)

7T2 Z ,  j 2
(34)

1,3,5.

Voici une autre formule qui sera utile. En appliquant à 30 

la transformation de Carson, puis en utilisant l’égalité :

est la même que dans la solution classique de Terzaghi. Les 

constantes Aj ont donc les mêmes valeurs que lorsqu'il n'y a pas de 
viscosité et seules sont modifiées les fonctions fj(t) .

Le tassement de la couche est alors :

2
1, 3 ,5 ...

1 7r2 tanh ( in x )

J2 + x 2 8 %TTX
(35)

f 2H n , r2H , r‘ d2u ,  k w r1 . r2H s2u .

‘ w 2 ,A iS >(,) " " (30>

il vient :

ou:

/ -v-d d \tanh nH  * l - 2 ( /o  -  P 1) — ------m v{p)

n1 =  ’r rp m ^ p )
K w

(36)

Pour résoudre l’équation 28 effectuons sur ses différents 

termes la transformation de Carson qui aux fonctions /( /) , 
mv{t) fait correspondre les fonctions transformées :

/O )  = p (  e~P‘f( t)d t m v(j>) =  p  f e~P'mv(t)dt 
J 0 Jo

L’équation 28 devient :

-  C jfj(p)  =  [fj(p) - fj(0 )]p ir iv(p) et fj(0) =  1 

d’oùfj(.p). La transformée de g /p )  est:

+ fiip )  w„(p) n
s j ( p ) -  —  - j û v(P) +  c j  •••■ (31)

La transformation inverse (Bromwich) fait alors connaître 

On en déduit notamment que, pour t  très grand (du
 ̂  ̂v WJ„(f)

moins si m v{t) croit moins vite que t), gj(t) m —
W

Si l’on pose:

-  ^ 0 )
W

la formule 30 devient :

Cette formule pouvait aussi s’obtenir par l’application directe 

de la transformation de Carson aux équations fondamentales 

23, 24, 25 du problème.
Lois defluage particulières —  (a) Soit m„(t) =  ata avec a <  1. 

Cette loi paraît assez bien vérifiée, avec des valeurs de a com­
prises entre 0 et 0-2, du moins si t n’est pas trop élevé. Pour 

a =  0 on a m v =  C,e (pas de fluage). Pour a  petit et si t n’est 
ni trop petit ni trop grand on retrouve la loi logarithmique 

signalée par de nombreux auteurs, car :

On a ici :

=  ea. ioge » ~  i +  a ioge t

m e(p) — aa\p~a

g(P) =
1

P
=  - -  — yP““2 +  • aal

+  ( -

d’où g(t) puis jk(c)- Si, au lieu de t, on prend comme variable:

a  _  c  !_
mv(t) a

il vient: 

Cg(t)

(32)
y  = ata a\(2 — a)! 

+  ( -  l)n;
x n+l

yj(t) est une fonction sans dimensions, égale à 0  pour t =  0 , à 

1 pour / =  oo (si mv(t) croît moins vite que t). Dans le cas où 

=  C,e (pas de viscosité) on a d’après 31 :

(«!)"[! +  «(1 -  a)!]
+  . . .  =  F (x)

Pour a  =  0, F(x) =  1 — e~x où x  =  Ctlmv. Pour a =  1, 
,F(;c) =  x /( l  +  x). Nous avons en outre calculé par points 

(au moyen du développement précédent et d’un développement 
asymptotique) F(x) pour a =  0 • 1, 0 -2 et 0 -5. La Fig. 9 indique 

les résultats.
Définissons le facteur de temps T  par :

T  =
k wt

y H 2mv(t)

Les formules 32 et 34 s’écrivent alors :

(33)
/ =

4 H m v(t)
i  n

1,3,5...
4 7 

« - i l
1,3,5...

(37)

(38)

(39) 
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Aux faibles valeurs de t  correspondent dans la transfor­
mation de Carson les valeurs élevées de p  pour lesquelles la 

formule 36 donne :
+ ,/ç vi _i±2
/ ~  2(P0 -  P ù i ç b * ')  P 2

On en déduit:
i+g 

i  t 2

Fig. 9

ou:

U ~
V a l

m

T i pour T  petit

On en déduit m0(p), puis :

p  +  a
~  P‘ + ( P j+  “  P“ “ ‘ : ~  M .

d’où:

(.Si — S2)gj(t) = (l — - ĵ(l -  e_i>0 + (y — l)(l -  e~s2<)

— jj, — S2 désignant les 2 racines (réelles, négatives) du trinôme 

en p  formant le dénominateur de gj(p). Ces racines dépendent 
du nombre j .  Les courbes U, T  dépendent des paramètres a 
ct a A y J I*  

k w
Le fluage est limité. Pour t =  oo la différence entre les 

pressions principales tend vers une valeur faible correspondant 
au seuil de Bingham.

Approximation — Si, comme dans le cas où m u =  ata, nous

posons: x  =  — J! a , y jit) devient une fonction Fj(x) (dépendant

de j )  et les formules 38, 39, 40 s’appliquent, le facteur de temps 

étant défini par 37. Fj(x) est égal à 1 pour x  =  oo, équivalent 
à x  pour x  petit, enfin toujours compris entre x /( l  +  x) et 
1 — e~x valeurs qui correspondent aux 2 cas extrêmes: 
w„(0 =  at et mv(t) =  Cte.

(40)

/
2(Pn-P JH'o H'

Tassement hydrodynamiquê  P _ 
et fluagev

Pour a  =  0 on retrouve U =  (47777-)* résultat connu.
La Fig. 10 donne le tracé des courbes U, T  calculées par 

points pour a =  0-1 et a =  0-2. On y  a également reporté la

Fig. 10 Degré de consolidation en fonction du temps 

Degree of consolidation as a function of time

courbe classique a =  0 et la courbe correspondant à a =  1 ; 
cette dernière a pour équation, d’après l’égalité 35: 
U -  Vrtanh (1/ri).

(b) Pour le corps viscoélastique dit de Maxwell, la loi de 

fluage, dans le cas unidimentionnel considéré ici, serait de 

la forme:

m D(0  =  A[1 — (1 — a)e~aa!] avec: a <  1, (a =  - j

Fig. 11 Tassement en fonction du temps 

Settlement as a function of time

La première valeur, fortement par défaut (nous l’avons- 
vérifié pour le corps de Maxwell en prenant a =  0-6 et diverses 

valeurs de pj\ les points correspondants se situent entre les 

courbes a =  0 et a =  0-2 de la Fig. 9) conduirait pour U à 

l’approximation fortement par défaut: U  =  V 7’tanh(l/7'i). 
La seconde valeur conduit au résultat suivant : Pour une valeur 

donnée de T  le degré de consolidation hydrodynamique est un 

peu inférieur à celui qu'indique la théorie de Terzaghi, mais on 
peut en général négliger cet écart (erreur de 5 pour cent au 

maximum pour mv(t) =  at0'1).
La Fig. 11 traduit l’approximation précédente. M  est le 

point de coordonnées T, U\ P  le point de coordonnées 

(Jcwt)j(ywH 2), Ü(2(P0 -  P 1)H ). On a: 0P  =  0M m v(t).
Problèmes à 3 dimensions — Dans une communication au 9e 

congrès international de mécanique appliquée (1956), nous 
avons montré que la transformation de Carson ramène les 
problèmes relatifs aux corps viscoélastiques à comportement 
linéaires (mais sans seuil de Bingham) aux problèmes analogues 

pour un corps élastique. Il reste à réaliser sur les résultats 

l’inversion de la transformation.
Cette inversion est immédiate dans le cas du fluage d’un, 

massif homogène. Si par exemple des forces sont appliquées à 

la limite d’un massif semi-indéfini homogène, les formules 

d’élasticité pour les composantes du déplacement restent va­
lables en remplaçant 1 //x (/x: module de cisaillement) par une
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fonction a(t) du temps et v (nombre de Poisson) par une fonc­
tion v(t). Pour le corps de Maxwell: a(t) =  l//x +  t/rj (rj: 
coefficient de viscosité) et r(oo) =  0-5, de sorte que pour /assez 

grand le tassement devient fonction linéaire de t.
Dans les problèmes plus complexes, l’inversion devient très 

difficile. A titre d’approximation on peut encore remplacer 

dans les formules d’élasticité l / n e t v  par a(/) et v(t), ce qui dans 

le cas unidimensionnel ramène à l’approximation formulée 

plus haut. Appliquée au tassement d’une couche d’argile de 

grande épaisseur, recouverte d’une couche perméable, sous 

l’effet d’une charge ponctuelle, cette approximation donne, 
avec les notations utilisées dans le premier partie de cette 

communication.

5= + ) (i - u)F̂ +ufM
valeur de F(<f>) pour M  =  t2(0  et v2(t)

F0(<f>) valeur de F(<j>) pour M  =  2(f) et v2 =  0-5

U  valeur du degré de consolidation pour v2(t) et 

C* ( t \  =   ̂ ^ 2( 0

A} ~ yMO 1 -  2v2(t)
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