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, _ THE TTiFLTTRNOR ÎÏP TKR H R T ' R R O f V R W E T T Y  O F  T H E  S O I L  M A S S  O R  I T S  D E F O R M A T I O N
| g 4 -------------------------------------------------- —  —

P r o f .  Z .  H B U B A N  

T e c h n i c a l  U n i v e r s i t y ,  B r n o  ( C h e c h o s l o v a k i a ) .

S U M M A B Y .

I n  s o m e  c a s e s ,  I t  m a y  h e  a p p r o p r i a t e  t o  u s e  t h e  t h e o r y  o f  a  h e t e r o g e n e o u s  s e m i - i n f i n i t e  
s o l i d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  d e r i v i n g  s e t t l e m e n t  e s t i m a t e s  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o n  f u l l - s i z e  s t r u c t ­

u r e s .  S o l u t i o n s  f o r  d i f f e r e n t  l o a d  d i s t r i b u t i o n s  a r e  g i v e n .

I n  g e n e r a l ,  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  s o i l  

m a s s e s  b e l o w  f o u n d a t i o n s  i s  v a r i a b l e  f r o m  s p o t  

t o  s p o t .  I n  m o s t  c a s e s ,  i t  d e c r e a s e s  i n  v e r ­

t i c a l  d i r e c t i o n  d o w n w a r d s .  T h e  p h e n o m e n a  o b ­

s e r v e d  u n d e r  l o a d s  d i s t r i b u t e d  o v e r  a  l i m i t e d  

p o r t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  o f  s a n d  d e p o s i t s  l o a d  

t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  i n  s u c h  c a s e s  v a r i a ­

t i o n s  o f  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  i n  h o r i z o n t a l  

d i r e c t i o n  a r e  a l s o  b o u n d  t o  o c c u r .  F o r  t h e  

p u r p o s e  o f  s t r e s s  c o m p u t a t i o n s ,  w e  s i m p l i f y  
t h e  a c t u a l  s t a t e  o f  t h i n g s  a n d  r e p r e s e n t  t h e  

f o u n d a t i o n  s o i l  b y  a  s e m i - i n f i n i t e  e l a s t i c  

b o d y .  O n  t w o  c o n d i t i o n s ,  t h i s  w o r k i n g  a s s u m p ­

t i o n  m a y  l e a d  t o  s u i t a b l e  r e s u l t s :

i /  T h e  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  f o u n d a t i o n  

s o i l  i s  s u c h  t h a t  t h e r e  a r e  n o  i m p o r t a n t  i r ­

r e g u l a r i t i e s  i n  t h e  d e g r e e  o f  c o n s o l i d a t i o n  

o f  i n d i v i d u a l  s t r a t a  a n d  t h a t  t h e  r o c k  s u r f a c e  

i s  n o t ,  o r  b u t  s l i g t h l y ,  i n c l i n e d .

1 1 /  T h e  i n t e n s i t y  o f  l o a d i n g  d o e s  n o t  

e x c e e d  a  c e r t a i n  l i m i t  s o  t h a t  i t  i s  r e a s o n ­

a b l y  p o s s i b l e  t o  a d m i t  t h e  l a w  o f  p r o p o r t i o n ­

a l i t y  b e t w e e n  u n i t  d e f o r m a t i o n s  a n d  s t r e s s e s  

p r o d u c e d  i n  s i n g l e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a s s .

I n  m a n y  c a s e s  o f  f o u n d a t i o n  p r a c t i c e  b o t h  

t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d  w i t h  a  s u f ­
f i c i e n t  a p p r o x i m a t i o n .  T h e y  d e f i n i t e l y  a r e  n o t  

f u l f i l l e d ,  h o w e v e r ,  w i t h  l a b o r a t o r y  e x p e r i m e n t s  

e i t h e r  o n  s a n d  f i l l i n g s  c o n f i n e d  i n  r i g i d  v e s ­

s e l s  o r  o n  e a r t h  a c c u m u l a t i o n s  p l a c e d  o n  a  

c o n c r e t e  f l o o r .  T h e  t y p e  o f  h e t e r o g e n e i t y  o f  

s u c h  a r t i f i c i a l  m o d e l s  i s  o b v i o u s l y  e s s e n t i a l ­

l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f  a n  u n l i m i t e d  s o i l  

m a s s  w h i c h  h a s  b e e n  c o n s o l i d a t e d  b y  t h e  p r e s s ­

u r e s  o f  i t s  u p p e r  l a y e r s ,  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  

o f  i t s  e l e m e n t s  b e i n g  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  i n ­

t e n s i t y  o f  t h e  p r i n c i p a l  s t r e s s e s  a c t i n g  o n  

t h e m .

I f  t h e  f o u n d a t i o n  s o i l  c a n  b e  c o n s i d e r e d  

a s  c o r r e s p o n d i n g  t o  b o t h  t h e  c o n d i t i o n s  m e n ­

t i o n e d  a b o v e ,  i t  w i l l  b e  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  

t h e  c o n s t a n t s  c h a r a c t e r i s i n g  i t s  b e h a v i o u r  

f r o m  t h e  s e t t l e m e n t  m e a s u r e m e n t s  o n  f u l l - s i z e  

s t r u c t u r e s  a n d  t o  f o r e c a s t ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  

e x p e c t e d  s e t t l e m e n t  o f  a  p r o p o s e d  s t r u c t u r e  

f r o m  t h e  d a t a  g a i n e d  b y  t h e  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  

e x i s t i n g  o n e s .  I n  s u c h  i n v e s t i g a t i o n s ,  h o w e v e r ,  

i t  h a s  p r o v e d  i n a p p r o p r i a t e  t o  n e g l e c t  t h e  i n ­

f l u e n c e  o f  t h e  v a r i a t i o n s  o f  t h e  c o m p r e s s i b i l ­

i t y  o f  t h e  s o i l  m a s s .  T h u s ,  i n  t h e  f o l l o w i n g ,  

w e  p r o p o s e  t o  a n a l y s e  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a n  

e l a s t i c  s e m i - i n f i n i t e  s o l i d  w i t h  a  m o d u l u s  o f  

e l a s t i c i t y  w h i c h  d e p e n d s  u p o n  t h e  p o s i t i o n  o f  

t h e  m a s s  e l e m e n t  i n  t h e  b o d y  a n d  w h i c h  c a n  b e  

r e p r e s e n t e d  b y  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  t h e  

c o o r d i n a t e s .  W e  s h a l l  c o n f i d e  o u r  c o n s i d e r ­

a t i o n s  t o  t h o s e  c a s e s  o n l y  i n  w h i c h  i t  i s  p o s ­

s i b l e  t o  e x p r e s s  t h e  r e s u l t i n g  d e f o r m a t i o n  o f  

t h e  s o l i d  b y  s i m p l e  c l o s e d  r e l a t i o n s  s u i t a b l e  

f o r  u s e  i n  f o u n d a t i o n  p r a c t i c e .

1 .  F O R C E  A P P L I E D  A T  A  P O I N T .

L e t  a  f o r c e  P  a c t i n g  a l o n g  t h e  Z - a x i s  o f  t h e  

s y s t e m  o f  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  R , q p , W ,  ( F i g . l )  

b e  a p p l i e d  t o  t h e  p o i n t  0  o f  t h e  b o u n d a r y  p l a n e  
Z  -  0 .

0

FIG. 1

W e  s h a l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s :  

u  , v  , w  c o m p o n e n t s  o f  d i s p l a c e m e n t s ,

£ R ,  £ Y  ,  ¿t u n i t  e l o n g a t i o n s ,  
f a r  ,  y„Y, s h e a r i n g  s t r a i n  c o m p o n e n t s ,

i  i  0 ?  n o r m a l  c o m p o n e n t s  o f  s t r e s s ,

T n *  ,  T y t  ,  t r t  s h e a r i n g - s t r e s s  c o m p o n e n t s .

T h e  a x i s  o f  z  b e i n g  t h a t  o f  s y m m e t r y ,  i t  m a y  
b e  w r i t t e n

w-0 , p i f - O j

ô u  1  [  ÔV
Er="--» £<p =— fu+—

ÔR Rl d«p

àv 1 / du ) 

rB< P_ô P +  R (ô< p /

ô « p ) ’
WD

H e r e i n  m  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  P o i s s o n ' s  r a t i o ,  
w h i c h  i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  

b o d y ,  a n d  E = f ( R , c p )  l a  t h e  v a r i a b l e  m o d u l u s  o f  
e l a s t i c i t y .

A d d i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  e q u i ­
l i b r i u m  t o  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 )  a n d  ( 2 ) ,  t h e  c o n ­

d i t i o n s  o f  c o m p a t i b i l i t y  m a y  b e  d e r i v e d  i n  
t e r m s  o f  s t r a i n  o r  s t r e s s  c o m p o n e n t s .

I f  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  t h e  m a t e r i a l  
d e c r e a s e s  w i t h  t h e  d e p t h  z ,  t h e  m o d u l u s  o f  

e l a s t i c i t y  m a y  b e  e x p r e s s e d  b y  t h e  e q u a t i o n  

E = C z n  w h e r e  C  i s  c o n s t a n t  a n d  n ^ O  i s  a  p o s ­
i t i v e  n u m b e r .

It may be shown 1) that the displacements are
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i n  t h i s  c a s e  

n + 3  P c o s  (ç
u  =

n+3
V» - -

P s i n c j i  

i h + 2 fa)
m l  2nCRntl ' ' {n+\)(n+2) 2 i r C R f

u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  m = n + 2 .  ( 4 )

T h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i s  a  s i m p l e  r a d i a l  o n e ,  

t h e  p r i n c i p a l  s t r e s s  a m o u n t i n g  t o

n + 3 Pcosn+1qp 

2 rr R 2

a n d  a l l  o t h e r  s t r e s s  c o m p o n e n t s  b e i n g  n i l .

( 5 )

P o s s i b l e  v a l u e  o f  n .

T e s t s  a n d  o b s e r v a t i o n s  h a v e  s h o w n ,  t h a t  t h e  
s e t t l e m e n t  o f  c i r c u l a r  a r e a s  u n d e r  e q u a l  l o a d  

p e r  s q u a r e  u n i t  i n c r e a s e s  w i t h  t h e i r  r a d i u s ,  

b u t  n o t  i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  i t .  E x c l u d i n g  

v e r y  s m a l l  a r e a s ,  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  

s e t t l e m e n t  a n d  t h e  r a d i u s  o f  t h e  l o a d e d  c i r c l e  

c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  c u r v e  o f  p a r a b o l i c  
t y p e .  A c c o r d i n g l y ,  t h e  s e t t l e m e n t  o f  a n  i n d i v ­

i d u a l  f o o t i n g  o r  o f  a  s i n g l e  p i l e  i s  a l w a y s  

s m a l l e r  t h a n  t h e  s e t t l e m e n t  o f  a n  e n t i r e  g r o u p  
o f  s u c h  u n i t s .

I f  o u r  s e m i — i n f i n i t e  b o d y  s h a l l  b e  a n  a p ­

p r o p r i a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f o u n d a t i o n  s o i l ,  

w e  h a v e  t o  c h o o s e  f o r  n  s u c h  a  n u m b e r  t h a t  t h e  

d e f o r m a t i o n  o f  t h e  s o l i d  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e s e  
o b s e r v a t i o n s .

F r o m  t h e  s e c o n d  o f  E q s .  ( 3 )  w e  c o n c l u d e  

t h a t  t h e  d e f l e c t i o n s  £  o f  t h e  p o i n t s  o f  t h e  

b o u n d a r y  p l a n e  a r e  p

^  K r n *<

r  b e i n g  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  p o i n t  i n  c o n s i d e r ­

a t i o n  f r o m  t h e  p o i n t  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
f o r c e  P ,  a n d  K  c o n s t a n t .

L e t  u s  c o m p u t e  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  

c e n t r e  o f  a  l o a d e d  c i r c u l a r  a r e a  w i t h  t h e  r a d i u s  

a  ,  i f  t h e  i n t e n s i t y  o f  a  u n i f o r m  l o a d i n g  i s  p .  

W e  o b t a i n  d P =  2 r r r  d r  p -

f  p Z n rd r 2np  j " a d r  

J K rntl K J  r "

k M

T h i s  i s  a c t u a l l y  a  r e l a t i o n  o f  a  p a r a b o l i c  

t y p e .  T h e  n u m b e r  n  b e i n g  g r e a t e r  t h a n  0  a n d  

s m a l l e r  t h a n  1 ,  t h e  r e c i p r o c a l  o f  P o i s s o n ' s  

r a t i o  l i e s ,  a c c o r d i n g  t o  E q .  ( 4 ) ,  b e t w e e n  2  

a n d  3 ,  w h i c h  a l s o  i s  a p p l i c a b l e  t o  s o i l s .

L e t  u s  c o n s i d e r  m o r e  c l o s e l y  t h e  c a s e  

w h e n  n  h a s  t h e  m i d d l e  v a l u e ,  i . e .  n  «  -J 
T h a t  m e a n s  E = C V z  t h e  m o d u l u s  o f  e l a s t i c i t y  

i n c r e a s i n g  i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  t h e  s q u a r e  

r o o t  o f  t h e  d e p t h  b e l o w  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  

s e m i - i n f i n i t e  s o l i d  a n d  m  -  2 . 5 .

E q s .  ( 3 )  y i e l d  t h e  d i s p l a c e m e n t s  
7Pcos if 7Ps'tn<f

u = - ( 7 )

f i j r C i / R 7
I t  m a y  e a s i l y  b e  v e r i f i e d  t h a t  t h i s  i s  

t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m .  S u b s t i t u t ­

i n g  i n t o  E q 3 .  ( 1 )  a n d  ( 2 ) ,  w e  f i n d  t h a t  t h e r e  

i s  o n l y  o n e  c o m p o n e n t  o f  s t r e s s  d i f f e r e n t  

f r o m  z e r o ,  i . e .  ? P
< > * = - — j V c o s » « p  •  (8)

i j t R

o f  e q u i l i b r i u m  d c r .
— -  

ôR
I t  i s  a l s o ,  i n  f a c t ,

P = - 2 n - R 2  c r „  s i n c p  c o s cpdcp

w h i c h  i s  n e c e s s a r y  b e c a u s e  o f  s t a t i c a l  e q u i ­

v a l e n c y .

2 .  P L A N E  D E F O R M A T I O N .

U s i n g  t h e  n o t a t i o n s  i n d i c a t e d  i n  F i g .  2 ,  t h e  

e x p r e s s i o n  f o r  t h e  u n i t  s t r a i n  c o m p o n e n t s  a r e

du \ f dv \ àv I f Ou \
r - - - - - - - ,  t f —  U + — I .  y v s = —  + -  —  - v l -

Or r V dcp/ dr r \ dtp /
( 9 )

* n - » l  y
~Q ,'m '  *  “ o

A s  t h e  d e f l e c t i o n  i s  i n  n o  c a s e  i n f i n i t e l y  l a i g e ,  

t h e  e x p o n e n t  n  m u s t  b e  s m a l l e r  t h a n  1 ,

2jtd
F o r  n  =  0 ,  w e  s h o u l d  h a v e =  — — — a ;  t h e  d e f l e c t i o n

w o u l d  i n c r e a s e  i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  t h e  

r a d i u s .  T h i s  i s ,  h o w e v e r ,  n o t  i n  a c c o r d a n c e  
w i t h  o b s e r v a t i o n s .

T h e r e f o r e ,  i t  m u s t  b e  0 < n < l  ( 6 )

I n  t h i s  c a s e  2np

FIG. 2

T h e  r e l a t i o n s  c o n n e c t i n g  s t r e s s  a n d  s t r a i n  

c o m p o n e n t s  m a y  b e  w r i t t e n  d o w n  a s  f o l l o w s :

•- mE 1(™-[ £ , .f? 'i mE
' nul 1im-2 r m-z)

! > us
m + 1

m - 1
f s + j L r ) >  (to)

m - 2 /

m f
ï>s* ~  “ Jrs

2(m+l)

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  E  = C fz  > n j  =  2 . 5
i )  I f  p r e s s u r e s  o f  i n t e n s i t y  q  p e r  u n i t  

l e n g t h ,  a c t i n g  p e r p e n d i c u l a r y  t o  t h e  s u r f a c e  

p l a n e ,  a r e  d i s t r i b u t e d  u n i f o r m l y  o v e r  t h e  y -  

a x i s  a s  s h o w n  i n  F i g .  2 ,  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  i s  

g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :

u . W B S - m Ü  , v - 0 /7 9 0  m i ,  <yr =  0fi9 5 5 ^ - ( ü )  

c y r  C l/r r

w h i c h  m a y  b e  e a s i l y  v e r i f i e d .

H e r e i n ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  e x p r e s s e d  b y  

r a t i o s  o f  G a m m a — f u n c t i o n s  w h i c h  h a v e  b e e n  c a l ­

c u l a t e d  t o  f o u r  d e c i m a l  p l a c e s ,  s o  t h a t

4 2 P ( i )  .

e t c .

2 5 T ( S r ( i )

i i )  I f  l o a d s  o f  i n t e n s i t y  q  p e r  u n i t  

l e n g t h ,  d i s t r i b u t e d  u n i f o r m l y  o v e r  t h e  y - a x i s ,  

a r e  a p p l i e d  i n  t h e  s u r f a c e  p l a n e  i n  t h e  d i r e c ­

t i o n  o f  x  ( F i g .  2 ) , w e  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  s o l u -

ti0n! u-17ff27 * Sin<P-, v°11685 j C°5— ,
C i[7  C fF

which satisfies the only remaining condition

<?r =  — 1.0 -*1 3 3  —  s i n < p /  cosy > (12)
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w h e r e  i t  w a s  t a k e n

42 rfi) 2trft)
- - - - - 7*1— ttt—= - - - - -— *= 1.75 27  et c.

2 5  r d l r ( ? )  2 0 i r / z F  

T h e  n o r m a l  s t r e s s  c o m p o n e n t s  i n  r e c t a n g u l a r  

c o o r d i n a t e s  z ,  z ,

• <yz= - 1 0  4  3 3  —  s i n  c o s t y  » < £ = — f . 0 4 3 3 — s i n 1 p ] / c o s ( p  
z  x

m a y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  c u r v e s  o f  t h e  f o r m  s h o w n  

i n  F i g .  3 .

FIG. 3
T h e  h o r i z o n t a l  d i s p l a c e m e n t s

f = L
1 . 7 5 2 7  /  . 2 2  2 / r r  r  

u sincp +vcoscp = Y| - y- ~ (sin<y cos<p|y|sm<p|

a t  t h e  p o i n t s  o f  a  s t r a i g h t  l i n e  x  =  c o n s t ,  

a r e  s h o w n  i n  t h e  s a m e  f i g u r e ,  w h e r e  t h e  d o t t e d  

c u r v e s  r e p r e s e n t  c o r r e s p o n d i n g  s t r e s s e s  i n  a  

h o m o g e n e o u s  b o d y .  H o r i z o n t a l  d i s p l a c e m e n t s  i n  

p o i n t s  o f  a  h o m o g e n e o u s  s o l i d  b e c o m e  l o g a r i t h ­

m i c a l l y  i n f i n i t e ,  i f  t h e  c o n d i t i o n  s h a l l  b e  

s a t i s f i e d  t h a t  t h e y  v a n i s h  i n  i n f i n i t e  d i s ­

t a n c e s  f r o m  t h e  b o u n d a r y  p l a n e .

T h e  i n t e r e s t i n g  p o i n t  b r o u g h t  o u t  b y  t h e  

r e s u l t s  s h o w n  i n  F i g .  3  i s  t h e  r e m a r k a b l e  d i f ­

f e r e n c e  i n  t h e  i n t e n s i t y  o f  h o r i z o n t a l  s t r e s s ­

e s  c l o s e  t o  t h e  b o u n d a r y  p l a n e .  I n  a  h o m o g e n ­

e o u s  b o d y ,  t h e  m o s t  i n t e n s i v e  t e n s i l e  s t r e s s e s  

a r e  p r o d u c e d  i n  t h e  s u r f a c e  p l a n e .  T h i s  m a y  b e  

p o s s i b l e  o n l y  i n  e x t r e m e l y  c o h e s i v e  m a t e r i a l s  

s u c h  a s  r o c k s ,  b u t  n o t  i n  s a n d y  l a y e r s  o r  i n  

c l a y s ;  t h e  s h e a r i n g  s t r e n g t h  o f  s i m i l a r  t y p e s  

o f  c o m p r e s s i b l e  s o i l s  i s  n o t  s u f f i c i e n t  t o  

s u p p o r t  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  o r i g i n a t e d  b y  t h e  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  b o t h  t h e  e x t r e m e  p r i n c i p a l  

s t r e s s e s .

W e  k n o w ,  h o w e v e r ,  t h a t  r e t a i n i n g  w a l l s  

a n d  s i m i l a r  s t r u c t u r e s  d o  t r a n s m i t  c o n s i d e r ­

a b l e  h o r i z o n t a l  f o r c e s  i n t o  t h e i r  f o u n d a t i o n s .  
H e n c e ,  w e  a r r i v e  a g a i n  a t  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  

t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  i n  s o i l  m u s t  b e  d i f ­

f e r e n t  f r o m  t h a t  o c c u r i n g  i n  a  h o m o g e n e o u s  

b o d y .  I t  f o l l o w s ,  t h a t  t h e  t h e o r y  o f  a n  e l a s ­

t i c  s o l i d  w i t h  a  c o n s t a n t  m o d u l u s  o f  e l a s t i c i ­

t y ,  i f  a p p l i e d  t o  f o u n d a t i o n  s o i l s ,  c a n n o t  

g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s .

S o m e  a u t h o r s  s u g g e s t ,  t h e r e f o r e ,  t h e  l a w  
E = C z :  .  T h i s  g i v e s ,  h o w e v e r ,  i n f i n i t e  d e f l e c ­

t i o n  e v e n  u n d e r  a  d i s t r i b u t e d  l o a d ,  a s  w e  h a v e  
s h o w n  a b o v e .

I t  s e e m s  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  c o m p u t a t i o n s  
w i l l  a p p r o a c h  t h e  s t a t i s t i c a l l y  m o s t  p r o b a b l e  

s t a t e  o f  s t r e s s  a n d  s t r a i n  i n  a  r e g u l a r l y  

s t r a t i f i e d  f o u n d a t i o n  s o i l  b e l o w  a  n o r m a l  f o o t ­

i n g ,  w h e n  t h e y  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  

a  s e m i - i n f i n i t e  e l a s t i c  s o l i d ,  t h e  m o d u l u s  E  o f  

w h i c h  i n c r e a s e s  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  s q u a r e  

r o o t  o f  t h e  d e p t h  b e n e a t h  t h e  f o o t i n g .

E q s .  ( 7 ) * t B ) , ( l l )  a n d  ( 1 2 )  m a y  s e r v e  a s  

t h e  b a s i s  f o r  s u c h  i n v e s t i g a t i o n s .  S o m e  r e s u l t s  

a r e  g i v e n  i n  t h e  f o l l o w i n g .

3 .  I N C L I N E D  F O R C E S .

S o l u t i o n s  m a y  b e  e x p r e s s e d  b y  s u p e r p o s i n g  t h e  

e f f e c t s  d u e  t o  t h e  h o r i z o n t a l  a n d  t h e  v e r t i c a l  

c o m p o n e n t  o f  t h e  i n c l i n e d  l o a d .  I f  t h o s e  c o m ­

p o n e n t s  a r e  q ,  a n d  q t = 3 q ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  

p r i n c i p a l  r a d i a l  s t r e s s  i s

Q 6 9 5 5  /  3  . V . , - - - - - - - -
trP=- - - - - - - - q^ sin tp  + q z c o s t l y  cos <p .

T h i s  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  c u r v e  s u c h  a s  

s h o w n  i n  F i g .  4 .

FIG. 4
4 .  S T R I P  L O A D I N G .

L e t  t h e  w i d t h  o f  s t r i p  b e  2 a  ( F i g .  5 ) *

A t
1

dt 0 il

x

B W

FIG. 5
i )  F o r c e s  o f  i n t e n s i t y  p  p e r  u n i t  s q u a r e  

a c t i n g  n o r m a l l y  i n w a r d s  p r o d u c e  a t  t h e  p o i n t  A  

t h e  d e f l e c t i o n  0 7 7 9 p  * '  "

? a = — r - - - - -
1 5 5 6 p

i / r
V a T .

T h e  d i s p l a c e m e n t  o f  a n y  p o i n t  M  u n d e r  t h e  l o a d ­

i n g  i s  t h e  s u m  o f  t h e  d e f l e c t i o n s  c a u s e d  b y  
b o t h  t h e  s t r i p s  A M  a n d  M B :

5 „ . i ^ E f y ^ 7  . V E T ) - a < x <  a
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U n d e r  t h e  m i d d l e  l i n e  o f  t h e  a t r i p ,  w e  o b t a i n

^ 2 V a  t

w h i c h  i s  l a r g e r  b y  4 1  p e r  c e n t  t h a n  t h e  d e ­

f l e c t i o n  u n d e r  t h e  b o r d e r s  o f  t h e  s t r i p .
A t  a n y  p o i n t  N  o u t s i d e  t h e  l o a d e d  a r e a ,

tle”  15 -ySP5).W».
I n  t h e  b o u n d a r y  p l a n e ,  t h e r e  a r e  n o  d i s p l a c e ­

m e n t s  i n  t h e  x  - d i r e c t i o n .  _
i i )  H o r i z o n t a l  f o r c e s  o f  i n t e n s i t y  p  d i s ­

t r i b u t e d  u n i f o r m l y  o v e r  t h e  s a m e  s t r i p ,  p r o d ­

u c e  a t  p o i n t s  o f  t h e  b o u n d a r y  p l a n e  d i s p l a c e ­

m e n t s  o n l y  i n  t h e  x - d i r e c t i o n .  T h e s e  a r e  a s  

f o l l o w s :

- a < x < a

Ixl >a
i i i )  S u p e r p o s i n g  t h e  e f f e c t s  o f  b o t h  t h e  

h o r i z o n t a l  a n d  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  a n  

i n c l i n e d  p r e s s u r e ,  t h e  s e t t l e m e n t  o f  t h e  

b o u n d a r y  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  c u r v e  s  

s h o w n  i n  F i g .  4  f o r  t h e  c a s e  p = 3 p  .  A l l  p o I h t B  

o f  t h e  b o u n d a r y  m o v e  i n  t h e  s a m e  d i r e c t i o n  

w h i c h  i s ,  h o w e v e r ,  n o t  p a r a l l e l  t o  t h e  d i r e c ­

t i o n  o f  a c t i n g  f o r c e s .  T h i s  p h e n o m e n o n  i s  d u e  

t o  t h e  t j p e  o f  h e t e r o g e n e i t y  e x p r e s s e d  b y  t h e  

l a w  E = C y z  .  T h e  g r e a t e s t  d i s p l a c e m e n t  i s  t h a t  

o f  t h e  m i d d l e  l i n e  o f  t h e  s t r i p :

A c c o r d i n g  t o  t h e  p r e c e d i n g  r e s u l t s ,  a  

h o r i z o n t a l  l o a d  p r o d u c e s  a t  a  p o i n t  o f  t h e  

b o u n d a r y  a  d i s p l a c e m e n t  S  w h i c h  i s  2 . 2 5  t i m e s  

g r e a t e r  t h a n  t h e  d e f l e c t i o n  \  c a u s e d  b y  a  
v e r t i c a l  l o a d  o f  t h e  s a m e  i n t e n s i t y .  I n  f a c t ,  

r e m a r k a b l e  h o r i z o n t a l  m o v e m e n t s  o f  b r i d g e  

a b u t m e n t s  h a v e  b e e n  o b s e r v e d  i n  m a n y  c a s e s .

T h e  m e t h o d s  o f  t h e  c o n s o l i d a t i o n  t h e o r y  

o f f e r  n o  p o s s i b i l i t y  o f  e s t i m a t i n g  t h e  h o r i z o n ­

t a l  c o m p o n e n t  o f  s e t t l e m e n t  w h i c h  i s ,  h o w e v e r ,  

v e r y  i m p o r t a n t  i n  b r i d g e  c o n s t r u c t i o n .

5 .  L O A D  D I S T R I B U T E D  U N I F O R M L Y  O V E R  A  C I R C U L A B  

A R E A .

L e t  t h e  r a d i u s  o f  t h e  l o a d e d  a r e a  b e  a  a n d  

t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  l o a d  b e j D  p e r  s q u a r e  u n i t .  

T h e  e l e m e n t a l  l o a d  d i s t r i b u t e d  o v e r  a  c i r c l e  
w i t h  t h e  r a d i u s  r  i s  d P » p - 2 j i r d r .

A c c o r d i n g  t o  E q s . ( 7 )  a n d  ( 8 ) ,  t h i s  l o a d  
p r o d u c e s  i n  a  p o i n t  o f  t h e  z - a x i s  t h e  v e r t i c a l  

d i s p l a c e m e n t  , j  ^  .

d t =  d u  c o s q ) -  dv s i n i p = - c o s tq>4. — sin1a jd r, 
C(A-z7M3 15 V

t h e  v e r t i c a l  s t r e s s  c o m p o n e n t  „
d <fz= dir, c o s * c p - - c o s  </> d r

a n d  t h e  h o r i z o n t a l  s t r e s s  c o m p o n e n t

i i  ■ . .  7 p r  . 2  % j
d i r ,  s i n  q >  =  — s i n  (f cos (p a r .

I n t e g r a t i n g  f r o m  r - 0  t o r = > a .  w e  o b t a i n
i )  t h e  v e r t i c a l  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  

p o i n t s  i n  t h e  z - a x i s

^  ;
i i )  t h e  s t r e s s  c o m p o n e n t s  a t  t h e  s a m e

I n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  l o a d e d  a r e a ,  t h e r e  i s  

2 8 p V a

15 C
o i = - e

2
o , =  - ? P

A t  a  p o i n t  s i t u a t e d  o n  t h e  z - a x i s  a t  a  d e p t h  

z » 4 a  b e l o w  t h e  s u r f a c e ,  t h e r e  i s

(7- t - ^ = j - a 075^  , O i=-0.100p, <rr— Q009p

T h u s ,  0 . 9 2 5  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  d e f l e c t i o n  

k  i s  d u e  t o  t h e  c o m p r e s s i o n  o f  t h e  u p p e r  m a s s  

l a y e r ,  t h e  t h i c k n e s s  o f  w h i c h  e q u a l s  d o u b l e  t h e  

d i a m e t e r  o f  t h e  l o a d e d  c i r c l e .  N o t  m o r e  t h a n  

a b o u t  a  t h i r t e e n t h  o f  t h e  d e f l e c t i o n  i s  d u e  t o  

t h e  d e f o r m a t i o n  o f  d e e p e r  p a r t s  o f  t h e  s o l i d .
' W h e n ,  h o w e v e r ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  l o a d e d  

p o r t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  i s  a  r e c t a n g u l a r  o n e ,  

t h e  p a r t  o f  t h e  d e f l e c t i o n  o r i g i n a t i n g  i n  t h e  

c o m p r e s s i o n  o f  t h e  s u r f a c e  l a y e r  d e p e n d s  o n  

t h e  p r o p o r t i o n  o f  b o t h  t h e  s i d e s  o f  t h e  r e c ­

t a n g l e .  T h e  l o n g e r  t h e  r e c t a n g l e  i s , t h e  m o r e  

t h e  d e e p e r  p a r t s  o f  t h e  b o d y  a r e  e f f e c t e d .  I n  

t h e  c a s e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  s t r i p ,  a t  l a s t ,  

o n l y  a b o u t  0 . 6 3  o f  t h e  s e t t l e m e n t  i s  c a u s e d  b y  

t h e  c o m p r e s s i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  l o c a t e d  w i t h i n  

t h e  d e p t h  e q u a l  t o  d o u b l e  t h e  w i d t h  o f  t h e  
s t r i p .

T h i s  m a y  b e  o n e  o f  t h e  s o u r c e s  o f  e r r o r  

i n  s e t t l e m e n t  e s t i m a t i n g ,  a s  o f t e n  o n l y  a  

r e l a t i v e l y  s h a l l o w  b u l b  o f  p r e s s u r e  i s  t a k e n  

i n t o  c o n s i d e r a t i o n .

C o n c l u s i o n .

O b s e r v a t i o n s  a n d  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g ­

a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  a  s u i t a b l e  r e p r e s e n t a t i o n  

o f  a  r e g u l a r l y  s t r a t i f i e d  f o u n d a t i o n  s o i l  m a y  

b e  o b t a i n e d  b y  t h i n k i n g  o f  i t  a s  a  s e m i - i n f i n -  

i t e  s o l i d  w i t h  a  v a r i a b l e  m o d u l u s  o f  e l a s t i c ­

i t y .  T h e  a s s u m p t i o n  E = C z  y i e l d s  i n f i n i t e  v a l u e s  

o f  s e t t l e m e n t  e v e n  u n d e r  a  d i s t r i b u t e d  l o a d ,  

w h e r e a s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  a  

s o l i d  w i t h  E _ - C V z  a r e  i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  
w i t h  o b s e r v e d  p h e n o m e n a .  A s  t h e y  c a n  b e  r e ­

p r e s e n t e d  b y  s i m p l e  c l o s e d  f o r m u l a e ,  t h e  m a y  

b e  o f  u s e  f o r  f o u n d a t i o n  p r a c t i c e .
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