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THE EXTREME I NCLI NATI ON OF SLOP ES WI TH GROUND WATER P AS S I NG THROUGH THEM 1 ) .  2 )  

. WALTER BERNATZI K
I e 18

I n n Bb r u c k ,  Au s t r i a

Th e  s l o p e  o f  a n  a c c u m u l a t i o n  o f  c o h e s i o n -  
l e s s  m a t e r i a l  r e a c h e s  t h e  l i m i t  o f  i t s  s t a b i l ­
i t y  a s  s o o n  a s  i t s  i n c l i n a t i o n  t o  t h e  h o r i z o n t ­
a l  f o r m s  a n  a n g l e  o f  p a n d  a n  a n g l e  o f  9 0 °  -  P 
i s  r e a c h e d  w i t h  t h e  v e r t i c a l ,  wh e r e b y  p  r e p r e ­
s e n t s  t h e  a n g l e  o f  i n t e r i o r  f r i c t i o n  w i t h i n  t h e  
a f o r e s a i d  m a t e r i a l .  As  s o o n  a s  t h e  s l o p e  i s  
s u b j e c t e d  t o  t h e  i n -  o r  o u t f l o w  o f  g r o u n d w a t e r ,  
t h e  l i m i t  o f  i t s  i n c l i n a t i o n  i s  e i t h e r  r e d u c e d  
o r  i n c r e a s e d .  I f ,  t h e r e f o r e ,  a  n e w f i e l d  o f  
f l o w- p r e s s u r e  i s  s u p e r i m p o s e d  o v e r  t h e  f i e l d  
o f  g r a v i t a t i o n  w h i c h  a c t s  v e r t i c a l l y ,  t h e  e x ­
t r e m e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  n e w s l o p e  m u s t  a g a i n  
f o r m  a n  a n g l e  o f  90°  - P w i t h  t h e  d i r e c t i o n  o f  
t h e  r e s u l t i n g  f i e l d .  3 )

Ex t r e m e  i n c l i n a t i o n s  o f  s l o p e s  f o r m e d  b y  
s a n d  h a v e  b e e n  t e s t e d  a n d  e x a m i n e d  b y  t h e  a u t h o r  
w i t h  t h e  h e l p  o f  a  c o n t r i v a n c e  w h i c h  i s  s h o wn  
i n  d i a g r a m  b y  f i g .  1 .  F o r  t h e  h o r i z o n t a l  s l o p e  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  f l o w  p r e s s u r e s  we r e  f o u n d  i n  
a c c o r d a n c e  t o  T e r z a g h i ' s  i r r u p t i o n  e q u a t i o n . E y  
t r a n s p o r t i n g  t h e  f l o w  p r e s s u r e s  f o u n d  f r o m  p o l e  
0  a c c o r d i n g  t o  t h e i r  s i z e  a n d  d i r e c t i o n  ( s e e  
f i g .  1  a n d  2  r e s p e c t i v e l y )  we  f i n d  t h a t  t h e i r  
e n d s  a r e  s i t u a t e d  o n  a  c i r c u l a r  l i n e  ( t h e  s o -  
c a l l e d  "s l o p e  c i r c l e " ) .

C o n d i t i o n s  a r e  s h o wn  b y  f i g .  3 .  At  a  g i v e n  
i n c l i n a t i o n  o f  t h e  s l o p e  t h e  m a x i m a l  f l o w  p r e s ­

s u r e ,  p r o v i d i n g  i t  i s  v e r t i c a l  t o  t h e  s l o p e , i s  
c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :

» R
p  = - - - -  -  s i n  ( p  -  ( i )  ( 1 )

s i n  p

a n d  i f  p a r a l l e l  t o  t h e  s l o p e  

* R
p  =  - - - -  -  s i n  ( p -  15) ( 2 )

F  c o s  p

wh e r e b y  J i g i s  t h e  w e i g h t  p e r  u n i t  o f  v o l u m e

o f  t h e  m a t e r i a l  u n d e r  w a t e r ,  p  i s  i t s  f r i c t i o n  
a n g l e ,  a n d  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  s l o p e  t o  
t h e  h o r i z o n t a l .
F l o w p r e s s u r e  t h a t  i s  v e r t i c a l  t o  t h e  s l o p e  
t a k e s  e f f e c t  u n d e r  w a t e r  i n  t h e  c a s e  o f  o u t ­
f l o w i n g  g r o u n d w a t e r ,  w h i l s t  i f  p a r a l l e l  t o  t h e  
s l o p e ,  i t  i s  e n c o u n t e r e d  w h e r e e v e r  t h e  s l o p e
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FIG. 3

i s  w i t h i n  t h e  s p h e r e  o f  t h e  c a p i l l a r y  r i s e .
T h e  s l o p e  c i r c l e  d e r i v e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 1 )  i s  
r e p r e s e n t e d  b y  f i g .  4 .  S e c t i o n  A - C- 0 i s  f o r  
g r o u n d w a t e r  l e a v i n g  t h e  s l o p e ,  a n d  s e c t i o n  0  -  
D -  B -  A f o r  s u c h  e n t e r i n g  i t .
Th e  f l o w  p r e s s u r e  p a r a l l e l  t o  t h e  s l o p e  b e i n g

Pp = 1

wh e r e b y  g i s  t h e  s p e c i f i c  w e i g h t  o f  wa t e r  « 
n n d  i  t h e  h y d r a u l i c  g r a d i e n t ,  i t  f o l l o w s  i n  
c o n n e c t i o n  w i t h  e q u a t i o n  ( 2 )  t h a t :

1 .

t h a t

5 b

Ï B + Ï
( 3 )

Th e  e q u a t i o n  ( 3 )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
l e p t h  o f  t h e  p o i n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  b e l o w  

t h e  s u r f a c e ,  a n d ,  a s  a n y  e x i s t i n g  c o h e s i o n  ma y  
b e  l o c k e d  u p o n  a s  a n  a d d i t i o n a l  l o a d  o r  i n ­
c r e a s e d  d e p t h  o f  t h e  p o i n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n

b e l o w  t h e  s u r f a c e ,  t h e  e q u a t i o n  a p p l i e s  b I b o  
t o  c o h e r e n t  m a t e r i a l .
I t  ma y  b e  s a i d  t h e r e f o r e  o f  s l o p e s  t h r o u g h  
w h i c h  g r o u n d wa t e r  p a s s e s  p a r a l l e l  t o  i t s  s u r ­
f a c e ,  i . e .  w h e r e e v e r  t h e  p o r e s  a r e  s a t u r a t e d  
w i t h  w a t e r  h e l d  a t  a  c e r t a i n  l e v e l  b y  c a p i l l ­
a r y  f o r c e  a n d  n o  m a t t e r  w h e t h e r  t h e  m a t e r i a l  
i s  s a n d  o r  c l a y ,  t h a t  t h e y  a r e  s t a b i l e  i n  a l l  
c a s e s  wh e n  t h e i r  i n c l i n a t i o n  ß  t o  t h e  h o r i z o n t ­
a l  d o e s  n o t  e x c e e d  t h e  v a l u e  i n d i c a t e d  b y  t h e  
e q u a t i o n  ( 3 ) .
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SUMMABY OF THE

I n  c o n t i n u a t i o n  o f  m a t h e m a t i c a l  s t u d i e s  
a l r e a d y  p u b l i s h e d ,  t h e  a u t h o r  n o w t a c k l e s  i n  
a l l  i t s  a s p e c t s  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  s l i d i n g  o f  
a  h e a v y  m a s s  w h e r e o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  f o l l o w !  
■■ny c u r v e ,  i n  r e s p e c t  o f  B a h k i n e ' s  c o n d i t i o n  
o x  e q u l l i b r i u m .

Ad o p t i n g  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n :

C =  c o h e s i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  c o m p o s i n g  
t h e  m a s s « 

a? =  a n g l e  o f  f r i c t i o n ,
=  s p e c i f i c  w e i g h t ,

/  =  v e r t i c a l ,  d o wn wa r d  o r d i n a t e  i n  r e l a ­
t i o n  t o  a n  a x i s  Ox ,  o f  a r b i t r a r y  d i ­
r e c t i o n  a n d  o r i g i n ,  a t  a n y  p o i n t  P

FHRWr i H BRPOPT

o f  t h e  p r o f i l e  X o f  t h e  m a s s ,  
y '  =  o r d i n a t e  o f  p o i n t  1( o f  t h e  s l i d e

c u r v e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  G ,  s i t u a t e d  
o n  t h e  s a me  v e r t i c a l ,  

p  = r a d i u s  o f  c u r v e  a t  11, 
q  =  h o r i z o n t a l  t h r u s t  a t  M,
H =  g r a d i e n t  o f  t h e  t a n g e n t  a t  P  w i t h  t h e  

h o r i z o n t a l ,  
ot  =  a n g l e  m a d e  b y  t h e  d i r e c t i o n s  o f  t h e  

t wo  t a n g e n t s  a t  P  a n d  a t  t h e  a u ­
t h o r  s h o ws  t h a t  y  a n d  y '  a r e  r e l a t e d  
b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :

C c o s  ¡ft c o s (2a < +q O /- ,- v
y ' - y - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - r  U ;

m c o s r ^| 8i n T| —s i n < p c o s (3 x —T| +<3p)


