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SECTION X
GBOOHDWATER PRQBUMS

S U B - S E C T I O N  X a

flw u R A T . r.RQrnmwAIEB INVBSTIGATIÛW S

X  a  g  GEOMETRIC BULBS GOVERNING SOBSOI L WATER FLOW.

ALFRED BASCH 

VXEHNA.

1 .  BCjt l ALTTY OP THE SBCOHD COEVATOBE OF BOTH 

FI ELD TI HBS.

Su b s o i l  wa t e r  f l o w i s  mo s t l y  t r e a t e d  a s  
a  p l a n e  p o t e n t i a l  f l o w,  f r e e  o f  s o u r c e s  o u t ­
s i d e  o f  s p e c i a l  p o i n t s  o r  l i n e s .  Th e  i n f l u e n c e  
o f  f r i c t i o n  a nd c a p i l l a r i t y  i s  n e g l e c t e d .  Th i s  
me t hod r e n d e r s  a  go od a p p r o x i ma t i o n  s u f f i c i e n t  
f o r  a  go o d  numbe r  o f  p r a c t i c a l  p u r p o s e s .

The  d i a g r a m r e p r e s e n t i n g  s u c h  a  f l o w 
s hows  i n  mos t  c a s e s  t he  s t r e a m l i n e s  a nd t h e  
so c a l l e d  l e v e l  l i n e s .  Bo t h , s t r e a m l i n e s  a nd 
l e v e l  l i n e s ,  wi l l  be  c a l l e d  i n  t h i s  p a p e r  
"f i e l d  l i n e s ".  Th e  s t r e a m l i n e s  a r e  c u r v e s  
t h e  t a n g e n t  l i n e s  o f  wh i c h  d e t e r mi n e  i n  e v e r y  
p o i n t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t he  v e l o c i t y  o f  t he  
f l u i d .  The  l e v e l  l i n e s  a r e  t he  o r t h o g o n a l  t r a ­
j e c t o r i e s  o f  t h e  s t r e a m l i n e s .  Th e y  a r e  r e ­
p r e s e n t i n g  t h e  l o c i  o f  c o n s t a n t  v e l o c i t y  po ­
t e n t i a l  U. The  s t r e a mi n g  f i e l d ,  t h a t  i s  t h e  
f i e l d  o f  v e l o c i t i e s ,  i s  f o r mi n g  a  s o u r c e  a nd 
wh i r l  f r e e  v e c t o r  f i e l d ,  o r  -  a s  i t  i s  o f t e n  
c a l l e d  -  a  La p l a c i a n  f i e l d .  I t  i s  c h a r a c t e r i z ­
e d  b y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  La p l a c e

( 1)

St r e a m l i n e s  a nd l e v e l  l i n e s  o f  s u c h  a  
p l a n e  s o u r c e  f r e e  p o t e n t i a l  f l o w c a n  be  c h a n g ­
e d  one  wi t h  t h e  o t h e r .  By t h i s  we g e t  a n  o t h e r  
p l a n e  s o u r c e  Tr e e  p o t e n t i a l  f l o w.  We c a l l  t h i s  
ne w s t r e a mi n g  f i e l d  t h e  c o n j u g a t e d  f i e l d  i n  
r e l a t i o n  t o  t h e  f i r s t .

Ca r e f u l  o b s e r v a t i o n  o f  c o r r e c t  p i c t u r e s  
r e p r e s e n t i n g  s o u r c e  f r e e  p o t e n t i a l  f l o ws  c o u l d  
l e a d  t o  t he  e s t a b l i s h me n t  o f  c e r t a i n  ge o me t r i c  
r u l e B f u l f i l l e d  b y  t h e  t wo f a m i l i e s  o f  c u r v e s .  
Bu t  t i l l  1934  f e w a t t e n t i o n  wa s  c a l l e d  up o n  
t h i s  r u l e s ,  1 )  wh i c h  i n  t he  f o l l o wi n g  wi l l  be  
d e r i v e d  a n d  d e mo n s t r a t e d .

Ve r y  o f t e n  t h e  s t r e a m l i n e s  o f  a  s u b s o i l  
wa t e r  f l o w,  d e t e r mi n e d  b y  c e r t a i n  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s ,  a r e  no t  c a l c u l a t e d  bu t  d r a wn  by  
i n t u i t i o n .  Fo r  t h i s  v e r y  p u r p o s e  t he  kn o wl e dg e  
o f  ge o me t r i c  r u l e s  f u l f i l l e d  by  t h e  t wo f a m i ­
l i e s  o f  c u r v e s  wi l l  be  o f  v a l u e .

I n  t h e  s u r r o u n d i n g  o f  a nyo ne  no t  s i n g u l a r  
p o i n t  0 o f  t he  s t r e a mi n g  f i e l d  t h e  v e l o c i t y  
p o t e n t Ta l  U a n d  t h e  s o c a l l e d  s t r e a mi n g  f u n c ­
t i o n  V (c o n s t a n t  f o r  a l l  p o i n t s  o f  one  s t r e a m 
l i n e )  may be  d e v e l o p e d  a s  a n  i n t e g e r  r a t i o n a l  
f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  a s  f a r  a s  t o  t h e  
t h i r d  d e g r e e . 0 may be  t he  o r i g i n  o f  t he  c o o r ­
d i n a t e  s y s t e m.”

0  -  UQ + ^ x  + U2y  + -t (un x  2 ♦ 2U12xy  ♦ U22y 2 ) +

+ 6 (Ul l l x5  + 3U11 2 *2y  + J U122Xy 2 + U222y 3)

V “ Vo + Vl x  + V + K V1 1 *2 + 2V12xy  + V22y2) +

+ i ( Vl l l x3  + 3V112x2y  + 5V122Xy 2 + V222y 3 )

(2)

Be t we e n  t h e  p o t e n t i a l  U a n d  t h e  s t r e a mi n g  
f u n c t i o n  V t h e  s o  c a l l e d  Ca uc hy  Ri e ma nn  Eq u a ­
t i o n s

c> U ¿ V ¿ U AV

T . ' T j  ( 5 )

a r e  e x i s t i n g .  The  c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  e q u a t i o n s  
i s ,  t h a t  U a s  we l l  a s  V a r e  f u l f i l l i n g  t h e  La ­
p l a c i a n  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 ) .

Th e  Ca uc h y  Ri e ma nn Eq u a t i o n s  ( 3 )  r e n d e r  
t h e  i d e n t i t i e s

U1 ♦ U11X + U12y + * ( Ul l l x2
+ 2U112xy  +

U122y2>

-  V2++ V12x +
V22y ♦ *(vu2x2 ♦ 2V122xy  +

V222y  )

U2 ♦
U12X + U22y

♦ i ( u U 2 x 2 + 2U122xy  +
U222y 2)  +

* V!  + V11X +
V12y + i  (vn jX2 + 2V112xy  +

V122y> °

(4 )

The  e q u a t i o n s  b e t we e n  t h e  c o e f f i c i e n t s ,  
wh i c h  a r e  t h e  c o n s e q u e n c e  o f  t h e s e  t wo i d e n t i ­
t i e s ,  r e d u c e  t h e  numbe r  o f  c o e f f i c i e n t s  t o  onl y 
t wo  f o r  e v e r y  d e g r e e .  We wi l l  s e t

U1 = v 2 -  Ai  .

Ul l - ' V12 '  - U22

Ul l l '  v i i 2  -  - u ;

U2 "
- Vi  -  Bx ,

U12 ■' ' " i l  -  V22

U112 ■ ~V122 ’

122
- V

222

U222 “ “Vl l l  "  BJ

(5 )
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I f  we s upp os e  t h a t  i n  t he  o r i g i n  0 t he  
x - a x i s  i s  t a n g e n t  l i n e  o f  t h e  U- l i n e , Th e  y-  
a x i s ,  t a n g e n t  l i n e  o f  t h e  V- l i n e ,  t h e n  Ai  -  0. 
I n  t h e  s u r r o u n d i n g  o f  0  p o t e n t i a l  a n d  s t r e a m­
i n g  f u n c t i o n  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t he  f o l l o w­
i n g  f o r m

U -  UQ + Bj y  + \  [ a 2 (x 2 -  y 2 )  + 2B2xy |  +

+i [ v ( x 2 " 5y2)  + v ( 5*2 " 7^]

V -  Vo -  Bxx  + t ^- b2 (x 2 -  y 2) +  2A2xyj  +

+6 [ - v ( *2 ’  3jZ)+ v ( 3x2_ y2) ]

The  U- l i ne  a n d  t he  V- l i n e  g o i n g  t h r o u g h  
t h e  o r i g i n  0

( 6 ) x )

U -  U„ V -  V„ ( 7 )

may be  a p p r o xi ma t e d  i n  t h e  s u r r o u n d i n g  o f  0 
by  p a r a b o l a s  o f  t h i r d  o r de r s  t h e  U- l i ne  b y “ a  
p a r a b o l a  wi t h  t h e  a x i s  p a r a l l e l  t o  t h e  y - a x i s ,  
t h e  V- l i n e  b y  a  p a r a b o l a  wi t h  t h e  a x i s  p a r a l ­
l e l  t o  t h e  x - a x i s .  The  e q u a t i o n  o f  t h e s e  c u r ­
v e s  -  t he  t a n g e n t  l i n e s  o f  wh i c h  i n  0  a r e  t he  
x - a xi s  a n d  t h e  y - a xi s  r e s p e c t i v e l y  -  c a n  be  
wr i t t e n  a s  f o l l o ws :

(8)

We c o n s i d e r  x  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  U-  
l i n e  a n d  y  i n  t he  e q u a t i o n  o f  t he  V- l i n e  a s  
t h e  i n de p e n d e n t  v a r i a b l e .  I n  d e a l i n g  wi t h  t he  
U- l i ne  we e xp r e s s  t h e  f i r s t  t h r e e  d e r i v a t i v e s  
o f  y  wi t h  r e s p e c t  t o  i  b y  y ' ,  y " ,  y ’ " ,  i n  
d e a l i n g  wi t h  t he  V- l i n e  t he  f i r s t  t h r e e  d e r i ­
v a t i v e s  o f  x  wi t h  r e s p e c t  t o  y  by  x ' ,  x , f  a nd  
x ’ • • .  I n  a n y  p o i n t  o f  t h e s e  c u r v e s

( i  ♦ ? * ) *  ’ v ’  ( i  + O *  « )

a r e  t n e  c u r v a t u r e  o f  t h e  U-  a n d  V- l i n e  r e s p e c ­
t i v e l y .  I f  we c a l l  d Sy  a n d  dSy  t h e  l i n e  e l e ­

me nt s  o f  t h e s e  c u r v e s

dK,
U 7 "  ( i  + y ’*) -  3//- * dK x “ (l  + x ,e) -  3xkM*

(i  ♦ y ‘) ’ d ^

( 1 0 )

a r e  t he  r a t e s  o f  c ha nge  o f  t h e  c u r v a t u r e  o f  
t h e s e  c u r v e s .

The  U- l i ne  p o s s e s s e s  i n  t h e  o r i g i n  t h e  
v a l u e s  y  * 0 ,  y * -  0 ,  y "  -  Cg , y ' ' '  -  Cj  a n d

t he  V- l i n e  t h e  v a l u e s  x  

x '  "  -  D? .

Th e r e f o r e

0 ,  x '  -  0 ,  x '

dK„

dS,U
kv - d2

dKy

2*

(11)

I f  we  s u b s t i t u t e  i n  t h e  f i r s t  a nd  i n  t h e  
s e c o n d  e q u a t i o n  o f  ( 6 )  r e s p e c t i v e l y  t h e  f i r s t  
r e s p e c t i v e l y  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  ( 7 )  a nd 
( 6 ) ,  we ge t  t he  i d e n t i t i e s

0 ■ + - ¿Cj X̂ J  + ^AgX + BgCgX3  ̂ +

■ ? A3y 3 

(12)

0 a ~Bl ( ? D2y2 + T D3y 3 )  + *  (B2y 2 + A2D2y 3)

The  c o n s e q u e n c e  o f  t h e s e  i d e n t i t i e s  a r e  
t h e  e q u a t i o n s

t -b i C2 + “ 0 •

B + i B2Cp + ¿ 4 ^  -  0 , - i B ^  + ~ * 0

( 1 5 )

wi t h  t h e  s o l u t i o n s

C3 “ D3

\

3A2B2 ~ A5B1 dKU dKV ,  K-

( 1 4 )

B?
±

dSu  dS^

The  e q u a l i t y  o f  t h e  s e c o n d  p a r a me t e r s  C* 
a n d  Dj  o f  t h e  t wo p a r a b o l a s  o f  t h i r d  o r d e r ,  a p ­
p r o x i ma t i n g  t h e  l e v e l  l i n e  a n d  t h e  s t r e a m l i n e  
i n  t h e  s u r r o u n d i n g  o f  0 ,  i s  t he  e x p r e s s i o n  o f  
t h e  f o l l o wi n g  l a w: “

"I n  e v e r y  p o i n t  o f  t h e  f i e l d  o f  a  p l a n e  
s o u r c e  f r e e  p o t e n t i a l  s t r e a mi n g  t h e  l e v e l  
l i n e  a n d  t h e ' s t r e a m l i n e  a r e  p o s s e s s i n g  e q u a l  
r a t e  o f  c h a nge  o f  c u r v a t u r e ".  2 )

A f i e l d  p o i n t  c b q .  be  t h e  v e r t e x  o f  b o t h  
f i e l d  l i n e s  ( l e v e l  a n d  s t r e a m l i n e )  b u t  n e v e r  
be  t h e  v e r t e x  o f  o n l y  one  o f  t he m.

2 .  THE TYPES OF CROSSING OF THE FI ELD LI NES 

I N THE STKBAMING F I ELD.

^ > 0 ,  me a ns  t h a t  t h e  U- l i ne  i n  t he  o r i ­
g i n  i s  c o n c a v e  u p wa r d , Kg <  0 ,  t h a t  i t  i s  c on ­

c a v e  do wnwa r d ( F i g .  1 a n d  2 ) .  Ky=” 0 ,  means

t h a t  t h e  V- l i n e  i n  t h e  o r i g i n  i s  c o nc a ve  t o  
t h e  r i g h t  s i d e ,  0 t h a t  i t  i s  c o nc a v e  t o

t h e  l e f t  s i d e .  Di s r e g a r d i n g  t h e  s i g n  o f  c u r ­
v a t u r e  we wi l l  c a l l  t h e  p a r t  o f  e v e r y  c ur v e  i n  
wh i c h  t h e  ma gn i t u de  o f  t h e  c u r v a t u r e  i s  l a r g e r , 
t h e  "s t r o n g e r  c u r v a t u r e d  p a r t ",  t h e  p a r t  o f  
t h e  c u r v e  i n  wh i c h  t h e  ma gn i t u de  o f  t h e  c u r v a ­
t u r e  i s  s m a l l e r ,  t he  "l e s s  c u r v a t u r e d  p a r t ".  
Ev e r y  p o i n t  o f  a  f i e l d  l i n e  wh i c h  i s  n e i t h e r  
a  v e r t e x  n o r  a  p o i n t  o f  i n f l e c t i o n  d i v i d e s  i n  
i t s  s u r r o u n d i n g  t h e  c u r ve  i n  a  s t r o n g e r  c u r v a ­
t u r e d  a n d  i n  a  l e s s  c u r v a t u r e d  p a r t .

Th e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  o r t h o go n a l  c r o s s ­
i n g  o f  t h e  t wo l i n e s  (U- l i n e  a n d  V- l i n e )  o f  
a  s o u r c e  f r e e  p o t e n t i a l  f l o w a r e  c h a r a c t e r i z e d

d K rr
b y  t hp  t h r e e  p a r a me t e r s  K,.,  Kv  a n d  K ' » — s. »

“ V .

d Sy  *

I f  a l l  t h r e e  p a r a me t e r s  a r e  p o s i t i v e  t he  
t y p e  o f  c r o s s i n g  i s  r e p r e s e n t e d  by  F i g .  l a .
Two o f  t h e  f o u r  p a r t s  o f  t he  t wo c u r v e s  a r e  
l y i n g  i n  t h e  f i r s t  q u a d r a n t . Th e y  a r e  t he  
s t r o n g e r  c u r v a t u r e d  p a r t s  o f  t he  t wo c u r v e s  «mi  
t u r n  t h e i r  c o n c a v e  s i d e  t o  e a c h  o t h e r .

The  2?  » 8  p a r t s  o f  F i g .  1 a r e  r e p r e s e n t ­
i n g  t h e  t y p e s  o f  c r o s s i n g  d e p e n d e n t  o n  t h e  
s i g n  o f  t h e  t h r e e  p a r a me t e r s .  I n  t h e  u p p e r  
l i n e  o f  f i g u r e s  K1>- 0 ,  i n  t h e  l o we r  l i n e  K*< 0 .  

I n  a l l  c o mb i n a t i o n s  i n  wh i c h  Kj j Ky K'>0

x )  The  r e a d e r  f a m i l i a r  wi t h  t h e  e l e me n t s  o f  
t he  t h e o r y  o f  f u n c t i o n s  o f  a  c o mp l e x v a r i a b l e  
wi l l  r e c o g n i z e  t h a t  t h e  t e r ms  m u l t i p l i e d  
wi t h  one c o e f f i c i e n t  a r e  t he  r e a l  a nd t h e  
i ma g i n a r y  p a r t  r e s p e c t i v e l y  o f  ( x + i y ) n  . 
( n = l , 2 , 3 ) .
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FIG. 1

( P i g .  l a ,  d ,  f ,  g )  t he  t wo s t r o n g e r  c u r v a t u r e s  
p a r t s  o f  t h e  t wo c u r v e s  a r e  l y i n g  i n  one  q ua d ­
r a n t  a n d  t u r n  t h e i r  c o n c a ve  s i d e s  t o  e a c h  
o t h e r .  I f  ( P i g .  l b ,  c ,  e ,  h )  t he  t wo

l e s s  c u r v a t u r e d  p a r t s  o f  t h e  c u r v e s  a r e  l y i n g  
i n  one  q u a d r a n t  a n d  t u r n  t h e i r  c o n c a v e  s i d e s  
t o  e a c h  o t h e r .  The  q u a d r a n t  i n  wh i c h  t wo o f  
t h e  f o u r  p a r t s  o f  t h e  c u r v e s  a r e  l y i n g  i 6  t he  
q u a d r a n t  c r o s s e d  bu  t he  Ce s kr o  l i n e ,  t h a t  i s  
t he  s t r a i g h t  l i n e  j o i n i n g  t he  t wo c e n t e r s  o f  
c u r v a t u r e  C^ a n d  Cw o f  t h e  U-  a n d  o f  t h e  V-  
l i n e .  3 )  D V

The  c u r v e s  U'  a n d  V'  i n  t h e  e i g h t  p a r t s  
o f  F i g .  1 a r e  e l e me n t s  o f  t h e  e v o l u t e s  o f  t h e  
0- l i n e  a n d  o f  t he  V- l i n e  ' r e s p e c t i v e l y .  Cg '  a nd

Cy '  a r e  t h e  c e n t e r s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e s e  e vo ­

l u t e s ,  o r  t h e  s o  c a l l e d  "s e c o n d  c e n t e r s  o f  c u r ­
v a t u r e " o f  t h e  U- l i ne  a nd o f  t he  7- l i n e .

I f  we  f o l l o w t he  t r a c e  o f  l i n e s  
Cg '  Cg O CyCy*, we t u r n  t h r e e  t i me s  t h r o u g h  a

r i g h t  a n g l e .  I n  t h e  f i g u r e s  a ) ,  d ) ,  f ) ,  g ) ,  
a w  >  0 )  we t u r n  t h r e e  t i me s  i n  t h e  s eme

s e n s e .  I n  t h e  f i g u r e s  b ) ,  c ) ,  e ) ,  h ) , ( Kg Ky K' ^ 0 )

t h e  t r a c e  o f  l i n e s  p o s s e s s e s  t h e  f o r m o f  a  "W" 
a n d  t h e  s e n s e  o f  t u r n i n g  t h r o u g h  a  r i g h t  a n g l e  
i s  a l l wa y s  a l t e r n a t e d .  Ac c o r d i n g  t o  t he  f o r m 
o f  t h i e  c h a r a c t e r i s t i c  t r a c e  o f  l i n e s  we wi l l  
c a l l  t h e  f i r s t  t y p e  o f  c r o s s i n g  wh e r e  t he  
s t r o n g e r  c u r v a t u r e d  p a r t s  o f  t h e  c u r v e s  t u r n  
t h e i r  c o nc a v e  s i d e s  t o  e a c h  o t h e r  "mo n o t o n i c  
c r o s s i n g ", t h e  s e c o n d  t y p e ,  whe r e  t h e  l e s s  c u r ­
v a t u r e d  p a r t s  o f  t he  c u r v e s  a r e  t u r n i n g  t h e i r  
c o n c a v e  s i d e s  t o  e a c h  o t h e r ,  "a l t e r n a t i n g  c r o s s ­
i n g ".

I n  a n y  t wo f a m i l i e s  o f  c u r v e s  wh i c h  a r e  
o r t h o g o n a l  t r a j e c t o r i e s  one t o  a n o t h e r  a  t h i r d  
t y p e  o f  c r o s s i n g  may o c c u r . I n  g e n e r a l

KU

dK,
U

a Eu
a nd Ki mus t  n o t  be e q u a l  a nd

c a n  a l s o  p o s s e s s  d i f f e r e n t  s i g n s .  The  t y p e  of  
c r o s s i n g  i s  i n f l u e n c e d  b y  t h e  s i g n s  of  t he  
f o u r  p a r a me t e r s  Kg ,  Ky ,  Kg  , Ky  . 3y  t h a t  c o n ­

s i d e r a t i o n  we ge t  2^  •  16  c o mbi n a t i o n s  i n s t e a d  
2- 2 -  8 .  We d o n ' t  n e e d  t o  c o n s i d e r  t h e  c a s e s  i n  
wh i c h  Kg Ky >- 0, b e c a u s e  t h e y  a r e  i n  q u a l i t ­

a t i v e  r e ga r d  i d e n t i c a l  wi t h  t h e  s p e c i a l  c a s e .
Kg  » K^  , But  we ha ve  t o  c o n s i d e r  t h e  c a s e s

wh e r e  KJj  Ky • 0 .  I f  KT1 0 ,  Ky *"0 , Kg  > - 0 ,Ky < 0 ,

we ge t  t h e  c r o s s i n g  r e p r e s e n t e d  i n  F i g .  2 .  
Th e r e  t o o ,  t wo o f  t he  f o u r  p a r t s  o f  t he  t wo 
c u r v e s  a r e  l y i n g  i n  t h e  s ame q u a d r a n t  ( t h e  
f i r s t )  wh i c h  i s  c r o s s e d  by  t h e  Ce s &r o - l i n e .
But  one o f  t h e s e  t wo p a r t s  i s  t h e  s t r o n g e r ,t h e

FIG. 2

o t h e r  t h e  l e s s  c u r v a t u r e d  p a r t  o f  t he  c u r v e  t o  
wh i c h  i t  b e l o n g s ,  a n d  t h e s e  p a r t s  a r e  t u r n i n g  
one  a g a i n s t  t h e  o t h e r  t h e i r  c o nc a v e  s i d e s .  The  
s t r o n g e r  c u r v a t u r e d  p a r t s  o f  t h e  t wo c u r v e s  
a r e  t u r n i n g  one  a g a i n s t  t h e  o t h e r  d i f f e r e n t  
c u r v a t u r e d  s i d e s ,  c o n va ve  a n d  c o n v e x .

St a r t i n g  f r o m t he  d i a g r a m i n  F i g .  2 ,  we  
c a n  g e t  t h r e e  ne w p i c t u r e s  b y  t u r n i n g  t h e  c u r ­
v e s  t h r e e  t i me s  t h r o u g h  a  r i g h t  a n g l e  a r o u n d  0, 
a n d  f o u r  new b y  r e f l e c t i n g  t h e  c u r v e s  o f  F i g .
2 a r o u n d  one a x i s  a n d  t h a n  t u r n i n g  i t  t h r e e  
t i me s  t h r o u g h  a  r i g h t  a n g l e  a r o u n d  0 .  I n  t h a t  
ma nne r  we ge t  a l l  t h e  8 c o mb i n a t i o n s  i n  wh i c h  
Kg

I f  i n  t h e s e  d i a g r a ms  we a r e  f o l l o wi n g  
a g a i n  t h e  t r a c e  CgO Cy Cy , t wo t u r n s  t h r o u g h

a  r i g h t  a n g l e  f o l l o wi n g  one  a n o t h e r ,  a r e  p o s ­
s e s s i n g  t h e  same s e n s e : t h e  t h i r d  t u r n  p o s s e s s ­
e s  t h e  o p p o s i t e  s e n s e .  We w i l l  c a l l  t h i s  t yp e  
o f  c r o s s i n g  o f  t h e  t wo f i e l d  l i n e s  a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o r m o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t r a c e  o f  
l i n e s  "i n d e f i n i t e  c r o s s i n g ".

I n  t h e  c a s e  o f  "mo n o t o n i c  c r o s s i n g " t h e  
t wo s e c o n d  c e n t e r s  o f  c u r v a t u r e  a r e  l y i n g  i n  
t h e  s ame q u a d r a n t , i n  t h e  c a s e  o f  "a l t e r n a t i n g  
c r o s s i n g " i n  o p p o s i t e  q u a d r a n t s ,  a n d  i n  t he  
c a s e  o f  "i n d e f i n i t e  c r o s s i n g " i n  n e i g h b o u r i n g  
q u a d r a n t s .

I n  t h e  s t r e a mi n g  f i e l d  r e p r e s e n t i n g  a 
p l a n e  s o u r c e  f r e e  p o t e n t i a l  f l o w,  a n d  t he r e -  
f i r e  c omi ng i n t o  c o n s i d e r a t i o n  f o r  r e p r e s e n t ­
i n g  a  s u b s o i l  wa t e r  f l o w,  o n l y  t h e  mo n o t o n i c  
a n d  t he  a l t e r n a t i n g  c r o s s i n g  o f  l e v e l  l i n e  a nd 
s t r e a m l i n e  c a n  h a p p e n . An i n d e f i n i t e  c r o s s i n g  
o f  l e v e l  l i n e  a n d  s t r e a m l i n e  d o e s  n e v e r  ha p ­
p e n  i n  s u c h  a  f l o w.  I t  do e s  n e v e r  o c c u r  i n  a  
p l a n e  La p l a c i a n  f i e l d .

3 .  RELATION BETWEEN THE POSI TI ONS OF THE SE­

COND CENTERS OF CURVATURE OF BOTH FI ELD 

LI NES.

The  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  e q u a l i t y  Kg  « Ky

i s ,  t h a t  t h e r e  i s  e x i s t i n g  i n  e v e r y  p o i n t  a  
r e l a t i o n  b e t we e n  t h e  c u r v a t u r e  e l e me n t s  o f  s e ­
c o n d  o r d e r  o f  t h e  t wo f i e l d  l i n e s .

I f  we c a l l c p  t h e  a n g l e  o f  i n c l i n a t i o n  o f  
t h e  U- l i ne  a t  a n y  p o i n t  a g a i n s t  t h e  p o s i t i v e

x- a x i s ,  r g “ » t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f
“■u

t h e  U- l i ne  ds,'Jt  t h e  e l e me n t  o f  t h e  e v o l u t e  U1 
o f  t h e  U- l i n e , r ^ ,  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f

t he  e v o l u t e  ,t h e n

d S„ dr ..dS,
d<p -

U

U

U

u

( 1 5 )
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An a l o gu o u s l y  we c a l l  <P t he  a ngl e  o f  i n c l i n ­

a t i o n  o f  t he  V- l i n e , dSy  t he  e l e me nt  o f  t he  

e vo l u t e  V*, r y  t he  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t he

e v o l u t e .Th e n  , 
dSy  dSy 

d<? - - - - - f-

r V r V

Th e r e f o r e  we g e t

dr ( 1 5 ’ )

d r u 

d <(> dS.

ds .

dcp

d Tg

d Srr

= + K Tr

a n d  i n  t h e  same ma nne r

- I

( 1 6 )

( 1 6 *)

Wi t h  r e s p e c t  t o  t h e  s ys t e m x ,  y  ( F i g .  3 )  
t h e  c o o r d i n a t e s  o f  Cjj  a r e  x=r fy , y - r ^ a n d  t h e

c o o r d i n a t e s  o f  C^ ,  x - r ^, y - i y .

( 1 7 )

o fI s  t h e  e q u a t i o n  o f  a  c u b i c  p a r a b o l a  p ^

wh i c h  0 i s  t he  p o i n t  o f  i n f l e c t i o n  a nd t h e  y-  
a x i s  t Ee  t a n g e n t  l i n e  i n  i t .  Upon t h i s  p a r a ­
b o l a  i s  l y i n g  t h e  s e c o n d  c e n t e r  o f  c u r v a t u r e  
C^ o f  t he  U- l i n e . I f  we r e f l e c t  t h i s  p a r a b o l a

b y  one  o f  t h e  s t r a i g h t  l i n e  b y s e c t i n g  t he  
a n g l e s  be t we e n  t h e  c o o r d i n a t e  a x i s ,  we g e t  t he  
c u b i c  p a r a b o l a  p v  wi t h  t h e  e q u a t i o n

K x- ( 1 7 *)

u p o n  wh i c h  Ĉ - , t h e  s e c o n d  c e n t e r  o f  c u r v a t u r e

o f  t he  V- l i n e  mus t  be  s i t u a t e d .
Bo t h  c u b i c  p a r a b o l a s  a nd Py  a r e  l y i n g

i n  t h e  same q u a d r a n t  i n  t h e  c a s e  o f  mo no t o n i c  
c r o s s i n g  a nd i n  o p p o s i t e  q u a d r a n t s  i n  t h e  
c a s e  o f  a l t e r n a t i n g  c r o s s i n g .

4 .  EXAMPLES FOR THE APPEARANCE OF BOTH POS­

SI BLE TYPES OF CROSSING I N THE STREAMING 

F I ELDS.

The  f i e l d  i n  wh i c h  a l l  p o i n t s  a r e  v e r t i c ­
e s  o f  b o t h  f i e l d  l i n e s  i s  t h e  f i e l d  p r o d u c e d  
by  one p o s i t i v e  a n d  one n e g a t i v e  p o i n t  s o u r c e  
o f  e q u a l  i n t e n s i t y .  The  s t r e a m l i n e s  a r e  t h e  
f a m i l y  o f  c i r c l e s  g o i n g  t h r o u g h  t h e s e  t wo 
p o i n t s ,  t h e  l e v e l  l i n e s ,  t h e  f a m i l y  o f  c i r c l e s  
wh i c h  a r e  t he  o r t h o go n a l  t r a j e c t o r i e s .  The  c on ­
j u g a t e d  f i e l d  wo u l d  be  p r o d u c e d  b y  t wo wh i r l s  
o f  e q u a l  ma gn i t u de  bu t  o p p o s i t e  s e ns e  i n  t he  
t wo p o i n t s  whe r e  t h e  s o u r c e s  o f  t h e  f i r s t  
f i e l d  a r e  s i t u a t e d .

Di s r e g a r d i n g  t h i s  s p e c i a l  c a s e  t h e r e  a r e  
e x i s t i n g  t h r e e  k i n d s  o f  f i e l d s  o f  a  s o u r c e  
f r e e  p o t e n t i a l  f l o w.

a )  The  monot ona c  f i e l d . Al l  p o i n t s  a r e  p o i n t s  
o f  mono t o n i c  c r o s s i n g  o f  b o t h  f i e l d  l i n e s .  

On l y  e x e p t i o n a l l y  t h e r e  c a n  a p p e a r  l o c i  o f  
v e r t e x  c r o s s i n g .  An e xa mpl e  f o r  s u c h  a  f i e l d  
i s  r e p r e s e n t e d  by  t h e  s ys t em, o f  c o n f o c a l  e l l i p ­
s e s  and h y p e r b o l a s  a s  f i e l d  l i n e s .  I n  F i g .  4 
t h e r e  i s  o n l y  dr a wn  one  e l l i p s e  a n d  one  h y p e r ­
b o l a  o f  t he  s ys t e m. Th i s  f i e l d  c a n  be  p r o d u c ­
e d  by  t he  s t r e a mi n g  o f  t he  f l u i d  f r o m one  s i d e  
o f  a  t h i n  v e r t i c a l  wa l l  t o  t h e  o t h e r  s i d e  i f  
a  v e r t i c a l  s t r i p  i s  c u t  out  f r om t h e  wa l l .  I n

e v e r y  h o r i z o n t a l  p l a n e  t h e  s t r e a m l i n e s  a r e  
t h e  f a m i l y  o f  c o n f o c a l  h y p e r b o l a s , t h e  l e v e l  
l i n e s  t h e  f a m i l y  o f  c o n f o c a l  e l l i p s e s .  The  
f o c i  F, a nd Fo  a r e  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  
o f  t h e  v e r t i c a l  s t r a i g h t  l i n e s  b o r d e r i n g  t he  
s t r i p  wi t h  t he  h o r i z o n t a l  p l a n e .  I n  F i g .  4  i s  
t o  r e c o g n i z e  t h a t  a l wa y s  t he  s t r o n g e r  cur va -  
t u r e d  p a r t s  o f  b o t h  f i e l d  l i n e s  a r e  t u r n i n g  
one  a g a i n s t  t h e  o t h e r  t h e i r  c o n c a ve  s i d e .  The  
t wo c o o r d i n a t e  a x i s  a r e  l o c i  o f  v e r t e x  c r o s s ­
i n g .

I f  a  f l u i d  i s  s t r e a mi n g  a r o u n d  a n  e l l i p ­
t i c  c y l i n d e r  we ha ve  t h e  c o n j u g a t e d  s t r e a mi n g  
f i e l d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  e l l i p s e s  a r e  t he  
s t r e a m l i n e s ,  t h e  h y p e r b o l a s  t he  l e v e l  l i n e s .

b )  The  a l t e r n a t i n g  f i e l d . Al l  p o i n t s  a r e  p o i n t s  
o f  a l t e r n a t i n g  c r o s s i n g ,  o n l y  e x e p t i o n a l l y  

t h e i r  c a n  a p p e a r  l o c i  o f  v e r t e x  c r o s s i n g .  Suc h  
a  f i e l d  i s  t h e  s t r e a mi n g  f i e l d  i n  t h e  r i g h t  
a n g l e  f o r me d  b y  t wo v e r t i c a l  wa l l s  p e r p e n d i c ­
u l a r  one t o  a n o t h e r  ( F i g .  5 ) .  I f  we c ho os e  t he  
l i n e  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  v e r t i c a l  wa l l s
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wi t h  t he  h o r i z o n t a l  p l a n e  a s  t h e  c o o r d i n a t e  
a x i s  x ,  y ,  t h e n  t he  e q u i - l a t e r a l  h y p e r b o l a s  
xy =c o n s t a n t  a r e  t h e  s t r e a m l i n e s  a nd t he  e q u i ­
l a t e r a l  h y p e r b o l a s  x 2 -  y 2 = c o n s t ,  a r e  t he  
l e v e l  l i n e s . ' Th e  c o o r d i n a t e  a x i s  a n d  t he  
s t r a i g h t  l i n e s  b y s e c t i n g  t h e  r i g h t  a n g l e s  b e ­
t we e n  t hem a r e  l o c i  o f  v e r t e x  c r o s s i n g .

I f  t he  s t r e a mi n g  wo u l d  h a p p e n  i n  t h e  
a n g l e  be t we e n  t he  p l a n e s  y  = +x  a n d  y  -  - x t he 
f a m i l y  o f  e q u i l a t e r a l  h y p e r b o l a s  x y »c o n s t ,  
wo u l d  be  t he  l e v e l  l i n e s ,  t h e  f a m i l y  o f  e q u i ­
l a t e r a l  h y p e r b o l a s  x ^  - y2 = c o n s t a n t  t he  
s t r e a m l i n e s .

c )  The  mi xe d  f i e l d . Th e r e  a r e  a p p e a r i n g  r e-  
g i o n s  or  mo n o t o n i c  c r o s s i n g  a n d  r e g i o n s  o f  

a l t e r n a t i n g  c r o s s i n g ,  bo t h  s e p a r a t e d  b y  l o c i  
o f  v e r t e x  c r o s s i n g .  Be s i d e s  t h e s e  l o c i  c a n  
a l s o  a p p e a r  l o c i  o f  v e r t e x  c r o s s i n g  wh i c h  do n ' t  
s e p a r a t e  r e g i o n s  o f  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  c r o s s ­
i n g .

Su c h  a  f i e l d  wo u l d  be  p r o d u c e d  p . e .  by 
t wo p a r a l l e l  t h i n  v e r t i c a l  t u b e s ,  p e r f o r a t e d  
o r  p o r o u s ,  wi t h  e q u a l  p r o d u c t i v i t y ,  o r  -  i f  we 
c o n s i d e r  o n l y  t h e  r e l a t i o n e  i n  one  h o r i z o n t a l  
p l a n e  -  by  t wo p o i n t  s o u r c e s  o f  e q u a l  p r o d u c t i ­
v i t y .  We wi l l  c a l l  t h e s e  p o i n t s  t h e  f o c i ,  t he  
s t r a i g h t  l i n e  t h r o u gh  t h e s e  p o i n t s  t h e  p r i n c i p ­
a l  a x i s ,  t h e  l i n e  o f  s ymmet r y b e t we e n  t he  f o c i  
t h e  s e c o n d a r y  a x i s .  The  f i e l d  c o n j u g a t e d  t o  
t h e  f i e l d  j u s t  c h a r a c t e r i z e d  wo u l d  be  p r o d u c e d  
by  t wo wh i r l s  o f  e q u a l  i n t e n s i v i t y  a n d  t he  
s ame s e n s e ,  s i t u a t e d  i n  t h e  t wo f o c i .

I n  t h e  f i r s t  f i e l d  t h e  f a m i l y  o f  e q u i l a ­
t e r a l  h y p e r b o l a s  g o i n g  t h r o u gh  t h e  f o c i  a r e  
f o r mi n g  t h e  s t r e a m- l i n e s : t h e  f a m i l y  o f  t h e  s o 
c a l l e d  Ca s s i n i - c u r v e s  -  wh i c h  a r e  t h e  l o c i  o f  
a l l  p o i n t s  wi t h  c o n s t a n t  p r o d uc t  o f  t h e  d i s ­
t a n c e s  f r o m t h e  t wo f o c i  -  a r e  t h e  l e v e l  l i n e s ,  
( F i g .  6 ) We wi l l  c a l l  2e  t h e  d i s t a n c e  o f  t he  
f o c i  a n d  c 2 t he  c o n s t a n t  p r o d uc t  o f  t h e  d i s ­
t a n c e s  o f  a ny  p o i n t  o f  t h e  Ca s s i n i - c u r v e  f r o m 
t h e  f o c i .  I f  e 2 , t h e  Ca s s i n i - c u r v e  c ons i s t s  
i n  t wo s e p a r a t e d  b r a n c h e s ,  e ve r y o n e  f o r mi n g  a  
c l o s e d  o va l  a r o u n d  one  o f  t he  f o c i .  I n  t he  c a s e  

2 2
c = e  t h e  c u r v e  be c ome s  t h e  l e mn i s c a t e  (we  
c a l l  i t  L)  wi t h  t he  f o r m o f  a  l y i n g  " 8" ,  t h e  
d o u b l e  p o i n t  o f  wh i c h  i s  t h e  p o i n t  b y s e c t i n g

FIG.6
t h e  l i n e  s e gme nt  b e t we e n  t h e  f o c i .  I f  e ^<c ^<2e ^, 
t h e  l e v e l  l i n e s  a r e  f o r mi n g  c l o s e d  c u r v e s  s u r ­
r o u n d i n g  b o t h  f o c i s  wi t h o u t  do u b l e  p o i n t s _b u t  
wi t h  f o u r  p o i n t s  o f  i n f l e c t i o n .  I f  c 2 » 2 e  , 
t h e  l e v e l  l i n e s  a r e  f o r mi n g  one o v a l  s u r r o u n d ­
i n g  b o t h  f o c i .

The  t wo a x i s  a r e  l o c i  o f  v e r t i c e s  o f  t he  
f a m i l y  o f  Ca s s i n i - c u r v e s .  The  l o c u s  o f  t h e  
v e r t i c e s  o f  t h e  h y p e r b o l a s  i s  a  l e m n i s c a t e .
Th i s  l y i n g  l e mn i s c a t e  Li  -  i n d i c a t e d  i n  t he  f i ­
gu r e  by  a n  i n t e r r u p t e d  l i n e  -  o r i g i n a t e s  b y  
r e d u c i n g  t he  l e mn i s c a t e  L f r o m t h e  o r i g i n  i n  
t h e  r a t i o  1 : ^ 2 ’. The  p o i n t s  o f  t h e s e  c u r v e  a r e  
a l s o  v e r t i c e s  o f  t he  Ca s s i n i - c u r v e s  c o n s i s t i n g  
i n  t wo  b r a n c h e s .  The  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  
t h e  Ca s s i n i - c u r v e s  wi t h  t h e  p r i n c i p a l  a x i s  a r e  
v e r t i c e s  o f  l a r g e s t  c u r v a t u r e ,  t he  p o i n t s  o f  
i n t e r s e c t i o n  wi t h  t h e  l e mn i s c a t e  Li  a r e  v e r ­
t i c e s  o f  s ma l l e s t  c u r v a t u r e .  The  r e g i o n  o f  mono ­
t o n i c  c r o s s i n g  i s  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  o f  t h e  
l e mn i s c a t e  Li .  The  i n t e r i o r  o f  t h e  l o o p s  o f  t h e  
l e mn i s c a t e  Lj . i s  t h e  r e g i o n  o f  a l t e r n a t i n g  
c r o s s i n g  o f  t h e  t wo f i e l d  l i n e s .

3y  t u r n i n g  t he  l e mn i s c a t e  Li  by  a  r i g h t  
a n g l e  a r o u n d  t he  c e n t e r  o f  t h e  f i g u r e  we g e t  
t h e  c o n g r u e n t  l e mn i s c a t e  I o  -  a l s o  i n d i c a t e d  
i n  F i g .  6 b y  a n  i n t e r r u p t e d  l i n e .  Th i s  u p r i g h t  
l e mn i s c a t e  L?  i s  t h e  l o c u s  o f  t h e  p o i n t s  o f  i n ­
f l e c t i o n  o f  Ca s s i n i - c u r v e s .  But  t h e s e  p o i n t s  
a r e  o r d i n a r y  p o i n t s  o f  t h e  e q u i l a t e r a l  h y p e r ­
b o l a s .

5 .  A VECTOR DETERMINED BY THE PICTURE OF THE 

STREAMING F I ELD, CHARACTERISTIC FOR EVERY 

POI NT I N I T .

Th e r e  may be  dr a wn one  f a m i l y  o f  f i e l d  
l i n e s  -  we w i l l  a s s ume  t h e  l e v e l  l i n e s  U -  b u t  
t h e r e  may be  wr i t t e n  no  s c a l e  i n  t he  p i c t u r e .  
Th e r e f o r e  we c a n  n o t  r e a d  i n  t h e  p i c t u r e s  t he  
g r a d i e n t  o f  U, t h a t  me a ns  t he  v e l o c i t y  o f  s t r e a m­
i n g .  we may a l s o  n o t  know i f  t wo n e i g h b o u r e d  
l e v e l  l i n e s  a r e  r e p r e s e n t i n g  a l wa y s  t he  s ame 
d i f f e r e n c e  o f  t h e  p o t e n t i a l .  But  n e v e r t h e l e s s  
i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r mi n e  t h e  l o c i  o f  p o i n t s  
wh e r e  t h e  g r a d i e n t ,  wh i c h  r e p r e s e n t s  t h e  v e l o ­
c i t y  o f  s t r e a m i n g , p o s s e s s e s  t he  same ma gn i ­
t u d e .

The  x  a n d  y  c ompone nt  o f  t h e  v e l o c i t y  a r e , 
d i s r e g a r d e d  t e r ms  o f  h i g h e r  t h a n  t h e  f i r s t  d e ­
g r e e  wi t h  r e s p e c t  t o  x  a nd y ,
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FIG. 7

a n d  t h e  s q u a r e  o f  t h e  Te l o c i t y ,  wi t h  t h e  same 
n e g l e c t i o n

gr ad I n  v
gr ad v gr ad (v 2)

( 2 3 )
v 2v

The  c ompo ne nt s  o f  t h i s  g r a d i e n t  a r e

6  ,

—  I n  v
¿ (v2)  B,

Ku  -

( 2 4 )

Th e  d i r e c t i o n  o f  t h i s  g r a d i e n t  i s  t h e  
s ame a s  t h e  d i r e c t i o n  o f  g r a d i e n t  v ,  c h a r a c t e r ­
i z e d  b y  t h e  a n g l e  ct  a n d  p e r p e n d i c i l a r  t o  t h e  
Ce s i .r o - l i n e . Th e  ma gn i t u d e  c a n  be  f o u n d  b y  t h e  
e q u a t i o n

2 2 

r Ur V

( 2 5 )

..2 _ „2  + v2 .  ß2 + 2B1 B2x -  2B1 A^y ( 19 )V ■ v„ 1 2 '

I n  t h e  o r i g i n  0 t h e  v e l o c i t y  v  p o s s e s s e s  
t h e  s ame ma gn i t u de  a s  B]_ a n d  r e ma i n s  i n  t h e  
same d i r e c t i o n  c o n s t a n t  a s  v 2 . Pe r p e n d i c u l a r  
t o  t h i s  d i r e c t i o n  h a p p e n s  t he  q u i c k e p t  c ha nge  
o f  t h e s e  v a l u e s ,  t h a t  i s  i n  t he  d i r e c t i o n  o f  
t h e  g r a d i e n t  o f  v2 a n d  o f  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  
s p e e d  v .  The  c ompone nt s  o f  t h e  g r a d i e n t  o f  v2 
a r e

6 (v 2)
2B, B

¿ ( v 2 )

2B1 A2
¿ x  '  1 2 ’ ¿ 7  

By t he  r a t i o  o f  t h e s e  c ompone nt s

( 20)

¿ ( v 2)  ACv 2} A Ky  r y
- -  »—-  a - * + - - -  a + - -  k t p; CX ( 2 1 )

6  y  ¿ x  Bp  k ,■U u

i s  g i v e n  t he  a n g l e «*( F i g .  7 )  b e t we e n  t h e  p o s i ­
t i v e  x - a xi s  a n d  t h e  d i r e c t i o n  o f  g r a d  (v 2 ) .
The  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h i s  d i r e c t i o n ,  
t h a t  i s  t h e  d i r e c t i o n  i n  wh i c h  t h e  ma gn i t u de  
o f  v  r e ma i n s  c o n s t a n t ,  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  Ce-  
s k r o - l i n e  C[jCv b e l o n g i n g  t o  t h e  p o i n t  0, b e ­
c a u s e  we s e e  i n  F i g .  7 t h a t  t h e  a n g l e  be t we e n  
t he  p o s i t i v e  x- a xi s  and t he  Ce s Ar o - l i ne  i s  g i v e n  
by

t g ß . - - — ( 22)

We c a n  no t  r e c o g n i ze  i n  t h e  p i c t u r e s  o f  
t he  l e v e l  l i n e s  t h e  g r a d i e n t  o f  t he  ma gn i t u de  
o f  v ,  b u t  we c a n  r e c o g n i ze  i t s  r a t i o  t o  v .  we 
d e ve l o p

Th e r e f o r e

gr a d I n  v
VST

( 2 6 )

wh e r e  p  i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p e r p e n d i c u l a r  ON, 
d r a wn  f r om 0 t o  t h e  Ce s k r o - l i n e .  Th e r e f o r e  i Ee  
v e c t o r  g r a d  I n  v  c a n  be  f o u n d  b y  a  s i mp l e  c on ­
s t  r ue t i onr "We ~ c [ r a w t h e  u n i t  c i r c l e  a r o u n d  
t h e  f i e l d  p o i n t  0 a n d  d e t e r mi n e  t h e  p o l  £  o f  
t h e  Ce s &r o - l i n e .~ Th e  v e c t o r  OQ i s  r e p r e s e n t i n g  
g r a d  I n  v . Th i s  v e c t o r  i s  i n d e p e n d e n t  on  t he  
v a l u e s  o f  t he  p o t e n t i a l  b e l o n g i n g  t o  t h e  d i f f e r ­
e n t  l e v e l  l i n e s  d r a wn  i n  t h e  p i c t u r e s  a l s o  i n ­
d e p e n d e n t  f r o m t he  d i r e c t i o n  i n  wh i c h  t h e  p o t e n ­
t i a l  i s  i n c r e a s i n g .  The  v e c t o r  b e l o n g i n g  t o  t h e  
p o i n t  0  wo u l d  a l s o  be  d e t e r mi n e d  i f  o n l y  t he  
c u r v a t u r e  e l e me n t s  o f  t h e  O- l i n e  a n d  o f  t h e  V-  
l i n e  g o i n g  t h r o u g h  t h e  p o i n t  0 wo u l d  be  d r a wn . 
But  be y o n d  i t ,  t h i s  f i e l d  v e c To r ,  c h a r a c t e r i z ­
i n g  t h e  f i e l d  i n  t h e  s u r r o u n d i n g  i n  t h e  f i e l d  
p o i n t  -  i s  i n d e p e n d e n t  on t h e  f a c t  wh e t h e r  t h e  
f a m i l y  o f  c u r v e s  d r a wn  i n  t h e  p i c t u r e s  a r e  
t h e  l e v e l  o r  t he  s t r e a m l i n e s .
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